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PRATARMĖ 


Knygoje yra pusantro šimto plokštumos geometrijos 
uždavinių. Apskritai šie uždaviniai pakankamai sunkūs, 
nors jiems išspręsti dažniausiai pakanka VIII-IX klasės,“ 
o daugeliu atvejų ir VII klasės žinių. Knyga suskirstyta 
į tris dalis. Pirmą dalį sudaro šimtas uždavinių, kurių 
sprendimai pateikti antroje knygos dalyje. Skaitytojų pa- 
togumui šie uždaviniai suskirstyti į 11 skyrių, o kiekvienas 
uždavinys turi dvigubą numerį ir pavadinimą: pavyzdžiui, 
uždavinys „Kamanė ir korys“ yra aštuntojo skyriaus „О7- 
daviniai languotame popieriuje“ devintas uždavinys, jo 
numeris 8.9. 

Daugelio uždavinių, ypač paskutiniųjų penkių skyrių, 
tematika nėra tradicinė: čia nagrinėjami klausimai, artimi 
„šiuolaikiniams“ geometrijos skyriams (kombinatorinė 
geometrija, topologija, maksimumo ir minimumo uždavi- 
niai, įvertinimo uždaviniai ir nelygybės, iškiliųjų figūrų 
uždaviniai). 

Dalį tokių uždavinių aki tiksliai ОВ пе- 
peržengiant mokyklinės matematikos ribų,— į juos galima 
žiūrėti kaip į klausimus, lavinančius mąstymą. 

Knygos pagrindą sudaro prie MVU veikiančios Vaka- 
rinės matematikos mokyklos jaunųjų matematikų olimpia- 
dų ir konkursų uždaviniai. Kai kurie uždaviniai ir spren- 
dimai skelbiami pirmą kartą. 

‚ Skaitytojams, kurie panorės susipažinti su išsames- 
serijos „Matematikos būrelio biblioteka“ (Библиотека 
математического кружка) knygas, taip pat G. Koksterio 

„Geometrijos įvadą“ (Введение в! геометрию). 

Autoriai nuoširdžiai dėkoja  V.. Gutenmacheriui už ver- 

tingas pastabas dėl knygos: turinio: пг struktūros. 


UŽDAVINIAI 


Taškai, kuriuose susikerta tiesės 


1.1. Ar galima plokštumoje nubrėžti 8 atkarpas taip, 
kad kiekviena jų susikirstų tik su trimis kitomis? Tas pats 
klausimas, kai atkarpų yra 7. (Paveiksle parodyta, kad 
6 atkarpas taip nubrėžti galima.) 


1.1 pav. 


1.2. 7 tiesės susikerta 7 taškuose (pav., a) ir 9 taškuo- 
se (pav., b). Ar gali 7 tiesės susikirsti 8 taškuose? Kiek 
iš viso susikirtimo taškų gali turėti 7 tiesės? (Išvardykite 
visas galimas reikšmes.) 

1.3. Daugtaškio vietoje įrašykite tokį natūrinį skaičių 
p, kad toliau pateikiamas klausimas turėtų vienareikšmį 
atsakymą. Kiek tiesių išvesta plokštumoje, jeigu jos susi- 
kerta ... skirtinguose taškuose? 
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1.2 pav. 


1.4. Įrodykite, kad 7 tiesių ir 7 taškų negalima išvesti 
„plokštumoje taip, jog per kiekvieną tašką eitų tik 3 tiesės 
ir kiekvienoje tiesėje būtų tik 3 taškai. 


Brūkšniavimai 


1.5. Paveiksle parodyta, kaip atkarpomis galima „su- 
brūkšniuoti“ pusskritulį; tai reiškia, kad pusskritulį gali- 
ma visiškai padengti atkarpomis, neturinčiomis bendrų 
taškų (netgi galų). Sugalvokite, kaip galima būtų: su- 


x 
d S 
/ . \ 
/ 
/ M 
bas 24 
1.5 рау. 


brūkšniuoti lygiomis atkarpomis bet kurį trikampį, nebū- 
tinai lygiomis atkarpomis skritulį *. (Vienas taškas nelai- 
komas atkarpa!) 


* Įdomioje iliustruotoje Н.  Šteinhauzo knygoje. „Математический 
калейдоскоп“ (Гостехиздат, 1949, p. 10) uždavinyje apie trikampį 
yra netikslumas. Ten parašyta: „Taip subrūkšniuoti skritulio nega- 
lima, net jeigu keistysi atkarpos ilgis“. 
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Laisvos viršūnės 


1.6. Iškiliajame daugiakampyje nubrėžtos kai kurios jo 
įstrižainės. Jokios dvi ју nesusikerta, Įrodykite, kad kiek- 
vienoje bet kurios įstrižainės pusėje yra „laisvos viršū- 
nės“, t. y. viršūnės, iš kurių nenubrėžta nė viena įstrižainė. 


Trumpiausia laužtė 


1.7. Plokštumoje duota п taškų. Įrodykite, kad trum- 
piausia laužtė su viršūnėmis šiuose taškuose neturi susi- 
kertančių grandžių. 


Žemėlapis, kuriam nuspalvinti neužtenka trijų spalvų 


1.8. Plokštumoje išdėstykite vienuolika vienodų kvad- 
ratų taip, kad jie nedengtų vienas kito ir tenkintų tokią 
sąlygą: kaip benuspalvintume šiuos kvadratus trimis spal- 
vomis, du vienspalviai kvadratai turės bendrą kontūrą. 


Tinklinio tinklas ir žirklės 


1.9. Kokį didžiausią skaičių virvelių, jungiančių kaimy- 
ninius tinklo su kvadratinėmis akutėmis mazgus, galima 
perkirpti taip, kad tinklas nesuirtų į atskirus gabalus? 
Tinklo matmenys — 10 X 100 akučių. 


Lygiagrečios atkarpos 


2.1. Per tašką M, esantį trapecijos įstrižainės tęsinyje, 
ir kiekvieno pagrindo vidurio tašką nubrėžtos dvi tiesės, 
kertančios šonines trapecijos kraštines taškuose Н ir K. Įro- 
dykite, kad atkarpa HK lygiagreti trapecijos pagrindams. 

2.2. Iškiliojo penkiakampio ABCDE kraštinių AB ir 
CD, BC ir ED vidurio taškai sujungti atkarpomis. Gautų 
atkarpų vidurio taškai H ir K vėl sujungti. Įrodykite, kad 


atkarpa HK lygiagreti atkarpai AE ir lygi 7 АЕ. 


Trapecijos pusiaukampinės 

2.3. Trapecijos ABCD (BC| AD) kampų A ir B pusiau- 
kampinės susikerta taške M, o kampų C ir D pusiaukam- 
a й 


pinės — taške N. Įrodykite, kad atkarpos MN ilgis yra 
lygus trapecijos pagrindų sumos ir šoninių kraštinių su- 
mos skirtumo pusei. Е 


Šešiakampiai su lygiagrečiomis kraštinėmis 


2.4. Iškiliojo šešiakampio А, А›АзА.А5А; priešingos 
kraštinės yra lygiagrečios. Įrodykite, kad trikampių. 
AAAs ir 44,45 plotai yra lygūs. 

2.5. Iškiliojo šešiakampio visi kampai yra lygūs. Įro- 
dykite, kad to šešiakampio priešingų kraštinių ilgių skir- 
tumai yra lygūs. 


Kvadratas ant įžambinės 


2.6. Įrodykite, kad atkarpa, jungianti stataus trikam- 
pio stačiojo kampo viršūnę su kvadrato, .nubraižyto ant 
įžambinės, centru: 

a) statųjį ка чн ше 
A 
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Trys statmenys 


2.7. Iš taškų K, E, H, atitinkamai esančių duotojo tri- 
kampio ABC kraštinėse "AB, BC, CA, išvesti statmenys 
šioms kraštinėms. Įrodykite, kad šie trys statmenys susi- 

kerta viename taške tada ir tik tada, kai 


АК?-„ВЕ?-„СН?= КВ?-+ ЕС? + НА?. 
Policininkai ir vagis 
28. Tarp dviejų lygiagrečių kelių, nutolusių vienas 


nuo kito 30 m atstumu, stovi vienodų namelių begalinė 
д. 


22202402 = А 
КИЛИ. 1.7.0986 МИННИ 


8 
2.8 рау. 


eilė. Šių namelių matmenys 10х10 m. Vienas nuo kito 
jie nutolę 20 m, o nuo kiekvieno kelio — 10 m (žr. pa- 


КЕ А . т exe . АЕ" . 
veikslą). Vienu keliu v = greičiu eina begalinė vora poli- 
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cininkų, išlaikančių 90 m intervalą. Tuo laiku, kai vienas 
policininkas yra priešais vieną namelį (taške A), kitoje to 
namelio pusėje (taške B) pasirodo vagis. Kokiu pastoviu 
greičiu ir kuria kryptimi turi sėlinti vagis, kad jis pasi- 
slėptų už namelio nuo policininkų? 


Vienas bukasis trikampis 


2.9. Per trikampio, kurio kraštinės a, b, c, pusiaukraš- 
tinių susikirtimo tašką ir apie jį apibrėžto apskritimo cent- 
rą nubrėžta tiesė. Įrodykite, kad ši tiesė bus statmena kraš- 
tinės с pusiaukraštinei tada ir tik tada, kai a?4-b?= 2c2, 


Keturkampis lygiagretainyje 


2.10. Kiekvienoje lygiagretainio kraštinėje pažymėtas 
taškas. Jeigu keturkampio, kurio viršūnės yra šiuose taš- 
kuose, plotas lygus lygiagretainio ploto pusei, tai viena 
keturkampio įstrižainė lygiagreti vienai lygiagretainio 
kraštinei: Įrodykite. 


Atvaizduotas keturkampis 


3.1. Iškiliojo keturkampio ABCD plokštumoje yra taš- 
kas M. Išnagrinėsime iškilųjį keturkampį, kurio viršūnės 
yra taškai, simetriški taškui M duotojo keturkampio kraš- 
tinių vidurio taškų atžvilgiu. Įrodykite, kad jo plotas dvi- 
gubai didesnis už ABCD plotą. 


Vėl lygiakraštis 


8.2. Ant dviejų gretimų lygiagretainio ABCD krašti- 
nių AB ir BC jo išorėje nubraižyti lygiakraščiai trikam- 
piai ABE ir BCF. Įrodykite, kad trikampis DEF yra lygia- 
kraštis. 


Trikampių šeima 


3.3. Išnagrinėsime aibę lygiašonių trikampių, kurių 
pagrindai yra duotoje tiesėje, viena viršūnė — duotame 
šios tiesės taške A, o įbrėžtų į juos apskritimų spinduliai 
lygūs duotam dydžiui r. Įrodykite, kad visos šių trikampių 
šoninės kraštinės, neinančios per viršūnę A, liečia tą patį 
apskritimą. 
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Nejudantis taškas 


3.4. a) Stačiakampį miesto žemėlapį visiškai uždengia 
to paties miesto antras žemėlapis, kurio mastelis 5 kartus 
didesnis, be to, uždengia taip, kad jų atitinkamos kraštinės 
yra lygiagrečios. Įrodykite, kad, nejudinant šių žemėlapių, 
juos galima vienu metu persmeigti adata taip, jog abie- 
juose pradurtos vietos nurodytų tą patį miesto punktą. 

b) Įrodykite, kad šis teiginys yra teisingas net ir tada, 
kai atitinkamos žemėlapių kraštinės nėra lygiagrečios. 
Skruzdėlė ir vėžliai — judėjimas spirale 

3.5. Iš taško O nutiesta 12 spindulių Д, №, ..., һә taip, 
kad bet kurie du kaimyniniai spinduliai sudaro 30° kam- 
ра. Skruzdėlė, stovėjusi ant spindulio Д, tam tikru mo- 
mentu ėmė eiti statmeniu spinduliui 1. Pasiekusi lə, ji 
pasuko ir ėmė eiti statmeniu spinduliui 4, ir taip toliau. 
Pirmą kartą apie tašką O ji apėjo per 1 min. Kiek laiko 
prireiks antrą kartą apeiti apie tašką O, jei skruzdėlė visą 
laiką judės pastoviu greičiu? Kokį atstumą ji įveiks, kol 
pasieks tašką O, jeigu pirmoji vija lygi a m? 

3.6. Keturiose kvadrato ABCD, kurio kraštinė q, vir- 
šūnėse buvo keturi vėžliai а, b, с, d. Tuo pačiu metu jie 
pradeda ropoti vienodu pastoviu greičiu v. Vėžlys a visą 
laiką ropoja tiesiai į vėžlį b, b—į c, c—į d, d—į a. 
Kur ir po kiek laiko jie susitiks? 


Nutrintas lygiagretainis 


4.1.. Lentoje buvo nubraižytas lygiagretainis ABCD ir 
pažymėti jo kraštinių BC ir CD vidurio taškai E ir F. 
Budintis nutrynė lygiagretainį, liko tik taškai A, E ir F. 
Kaip, žinant šiuos taškus, atkurti brėžinį? 


Trijų lygių kraštinių vidurio taškai | 
4.2. Plokštumoje pažymėti trys taškai. Nubraižykite 


tokį keturkampį, kad šie trys taškai būtų jo trijų lygių 
viena paskui kitą einančių kraštinių vidurio taškai. 


Įbrėžtinis ir apibrėžtinis keturkampis 
4.3. Duoti trys apskritimo taškai. Pažymėkite jo ket- 
virtą tašką taip, kad į keturkampį, kurio viršūnės šiuose 


taškuose, galima būtų įbrėžti apskritimą. 
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Trikampio atkūrimas 


4.4. Duotas apskritimas, jo taškas A ir taškas M ap- 
skritimo viduje. Raskite apskritimo taškus B ir C, kad 
taškas M būtų trikampio ABC: 

a) pusiaukraštinių susikirtimo taškas, 

b) aukštinių susikirtimo taškas. 

4.5. Duota tiesė ir du taškai skirtingose jos pusėse. 
Nubraižykite trikampį taip, kad duoti taškai būtų jo dviejų 
'aukštinių pagrindai, o trečioji aukštinė — duotoje tiesėje. 

4.6. Duota tiesė, kurioje yra trikampio pagrindas, ir du 
taškai, kurie sutampa su aukštinių, nuleistų į šonines 
kraštines, pagrindais. Nubraižykite trikampį. 

4.7. Duoti trikampio dviejų kraštinių vidurio taškai ir 
tiesė, kurioje yra pusiaukampinė, nutiesta į vieną iš tų 
kraštinių. Nubraižykite trikampį. ` 

4.8. Duota tiesė ir du taškai vienoje jos pusėje. Nu- 
braižykite trikampį, kurio pagrindas yra duotoje tiesėje, 
pusiaukraštinių susikirtimo taškas sutampa su vienu duo- 
tų taškų, o aukštinių susikirtimo taškas — su antru. 


Taupus braižymas 


4.9. Duota atkarpa. a) Padalykite ją į 4 lygias dalis, 
nubrėžę ne daugiau kaip 6 linijas — tieses ir apskritimus. 
b) Padalykite ją į 6 lygias dalis, nubrėžę ne daugiau 
kaip 8 linijas. 


Smulkūs įrankiai 


4.10. Naudodamiesi skriestuvu, kurio negalima pra- 
skėsti daugiau kaip 10 cm, ir liniuote, ne ilgesne kaip 
10 cm, nubrėžkite atkarpą, jungiančią taškus A ir B, nu- 
tolusius vienas nuo kito daugiau kaip 1 m. 


Braižymas, naudojantis penkių kapeikų moneta 


4.11. Plokštumoje pažymėti trys taškai A, B ir C, ku- 
riuos galima uždengti viena penkių kapeikų moneta. Nau- 
dodamiesi tokia moneta, nubraižykite ketvirtą lygiagretai- 
nio ABCD viršūnę D. (Leidžiama penkių kapeikų monetą 
pridėti prie dviejų duotų taškų ir apibrėžti ją pieštuku.) 
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4.12. Turėdami tris penkių kapeikų monetas, raskite 
apskritimo, kurio skersmuo lygus penkių kapeikų mone- 
tos skersmeniui, centrą. (Be brėžimų, aprašytų 4.11 už- 
davinyje, galima vieną penkių kapeikų monetą pridėti prie 
kitų dviejų.) 


Raskite kampą 


5.1. Trikampio АВС aukštinės susikerta taške O. Ras- 
kite kampą prie viršūnės C, kai OC=AB. 

5.2. Apskritimas, kurio skersmuo sutampa su stataus 
trikampio statiniu, dalija įžambinę santykiu 1:3. Raskite 
trikampio kampus. | 

5.3. Trikampio ABC viršūnė С nutolusi nuo jo orto- 
centro atstumu, lygiu apibrėžtinio apskritimo spinduliui. 
Raskite trikampio kampą C. 

5.4. Trikampio ABC viršūnė A vienodai nutolusi nuo 
išorėje įbrėžtų * apskritimų, liečiančių kraštines АВ ir BC, 
centrų. Raskite trikampio kampą C. 

5.5. Trikampyje ABC, kurio kampas prie viršūnės A 
lygus 120°, nubrėžtos pusiaukampinės AA;, ВВ, ir CC.. 
Raskite kampą C,4,B;. 

5.6. Raskite trikampio kampus, kai įbrėžtinio ir api- 
brėžtinio apskritimų centrai yra simetriški kurios nors 
trikampio kraštinės atžvilgiu. 

5.7. Lygiašoniame trikampyje ABC šoninė kraštinė 
АВ=ВС ir kampas АВС lygus 80°. Trikampio viduje pa- 
žymėtas taškas O taip, kad kampas OAC lygus 10°, 
` о kampas ОСА — 30°. Raskite kampą АОВ. 

5.8. Jeigu trikampio dviejų kraštinių sumos ir trečios 
kraštinės skirtumas lygus įbrėžto skritulio skersmeniui, tai 
vienas trikampio kampas yra status. Įrodykite. 


Įbrėžtinio keturkampio įstrižainė 


6.1. Jeigu į iškilųjį keturkampį ABCD galima įbrėžti 
apskritimą, tai apskritimai, įbrėžti į du trikampius ABC ir 
ADC, liečia vienas antrą. Įrodykite. 


* Apskritimas, liečiantis vieną шие kraštinę ir kitų dviejų tęsi- 
nius, vadinamas išorėje геи apskritimu. 4 
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Apie lygiakraštį trikampį 


6.2. a) Taškai Ao, A, ir A yra taisyklingo trikampio, 
įbrėžto į apskritimą O, viršūnės. Bet kuris apskritimo 0] 
taškas M atkarpomis sujungtas su taškais Ao, А, ir Ap. 
Įrodykite, kad viena atkarpa yra lygi kitų dviejų sumai. 

b) Taškai Ao, A; ir А yra taisyklingo trikampio, įbrėž- 
to į apskritimą O, viršūnės. Nubrėžiamas apskritimas, lie- 
čiantis duotą apskritimą O, ir šiam antrajam apskritimui 
iš kiekvieno taško Ав, A, ir A; išvedamos liestinės. Įrody- 
kite, kad vienos liestinės ilgis yra lygus kitų dviejų lies- 
tinių ilgių sumai. 

с) Trys vienodi apskritimai, kurių centrai Ао, A; ir А», 
sudaro taisyklingą trikampį, liečia - ketvirtąjį apskriti- 
mą O. Iš apskritimo O bet kurto taško М trims vienodiems 
apskritimams išvedamos liestinės. Įrodykite, kad vie- 
nos liestinės ilgis yra lygus kitų dviejų liestinių ilgių 
sumai. 

(b ir c uždaviniuose, kai apskritimai liečiasi iš vidaus, 
laikoma, kad apskritimas O turi didesnį spindulį, nes ki- 
taip negalima būtų išvesti liestinių, apie kurias kalbama 
sąlygoje.) | 


Penkių kapeikų monetų grandinė 


6.3. Šešios penkių kapeikų monetos guli ant stalo, su- 
darydamos uždarą grandinę (t.y. pirmoji moneta liečia 
antrąją, antroji — trečiąją ir t. t., šeštoji — pirmąją). Sep- 
tinta penkių kapeikų moneta, taip pat gulinti ant stalo, 
ritasi be trinties palei išorinę grandinės pusę, liesdama 
paeiliui kiekvieną grandinės monetą. Kiek kartų apsisuks 
septintoji moneta, kol grįš į pradinę padėtį? 


Keturkampis ir keturi skrituliai 


6.4. Duotas iškilusis keturkampis ABCD ir keturi skri- 
tuliai, kurių kiekvienas liečia vieną keturkampio kraštinę 
ir kitų dviejų jai gretimų kraštinių tęsinius. Įrodykite, kad 
šių skritulių centrai yra tame pačiame apskritime. 
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Ir paskutinė — taip pat 


6.5. a) Dešimčiakampio А145... А, įbrėžto į apskri- 
tima, kraštinės ДА,А, Д.А, АзА., А.А; yra lygiagrečios 
joms priešingoms kraštinėms. Įrodykite, kad ir kraštinė 
АѕА yra lygiagreti priešingai kraštinei. 

b) Dešimčiakampio A142 ... А, apibrėžto apie apskri- 
іта, kurio centras taške O, įstrižainės А,А, A247, АзАз 
ir АА» susikerta taške O. Įrodykite, kad ir įstrižainė A5410 
eina per tašką O. 


Įstrižainė — skersmuo 


6.6. Jeigu viena įbrėžtinio keturkampio įstrižainė yra 
apibrėžtinio apskritimo skersmuo, tai priešingų kraštinių 
projekcijos antroje įstrižainėje yra lygios. Įrodykite. 


Trys lygios stygos 


6.7. Nubrėžtos trys lygios apskritimo stygos AB, BC 
ir CD. Įrodykite, kad skersmuo BE kerta tiesę AD taške F 
taip, jog atkarpos AB ir AF yra lygios, o tiesė CE atkar- 
pą FD dalija pusiau. 


Trikampis ir trys skrituliai. 


6.8. Trikampio АВС kraštinėse AB, BC ir AC pažymėti 
atitinkami taškai P, © ir R. Įrodykite, kad apskritimai, 
apibrėžti apie trikampius APR, ВОК іг CRO, susikerta 
viename taške. | 


Apskritimas ir lygiagretainis 


6.9. Lygiagretainio ABCD įstrižainė AC yra didesnė 
už įstrižainę BD. Per taškus B, C, D nubrėžtas apskriti- 
mas, kuris įstrižainę AC kerta taške M. Įrodykite, kad BD 
yra apskritimų, apibrėžtų apie trikampius AMB ir AMD, 
bendra liestinė. 


Aukštinių pagrindai 


6.10. Taškai K ir P yra simetriški trikampio ABC aukš- 
tinės BH pagrindui H jo kraštinių AB ir BC atžvilgiu. 
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Įrodykite, kad atkarpos KP ir kraštinių AB, BC (arba jų 
tęsinių) susikirtimo taškai yra trikampio ABC aukštinių 
pagrindai (žr. paveikslą). 


6.10 pav. 


Taisyklingo daugiakampio skaidymas 


7.1. Taisyklingą n-kampį (п;>5) suskaidykite taip, kad 
susidarytų mažiausias skaičius: 

a) smailiųjų trikampių, 

b) bukųjų trikampių. 

Kiekviena bet kurio trikampio, gauto skaidant, kraš- 
tinė tuo pačiu turi būti kito trikampio, taip pat gauto 
skaidant, kraštinė arba daugiakampio kraštinė. 

Čia svarbu tai, kad jokia vieno trikampio viršūnė ne- 
dalija kito trikampio kraštinės į dalis. Tokį skaidymą 
įprasta vadinti trianguliacija. 


Stačiakampio karpymas 


7.2. Duotas stačiakampis. Kai п>>5, jį galima sukar- 
рун į п stačiakampių taip, kad jokie du gretimi stačia- 
kampiai kartu nesudarytų stačiakampio. Įrodykite. 


Parketas iš daugi4kampių 


7.3. a) Duotas bet koks keturkampis. Įrodykite, kad 
tokiais keturkampiais, neuždedant vieno ant kito, galima 
ištisai iškloti plokštumą. 
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b) Ar yra toks penkiakampis, kurio kopijomis galima 
būtų iškloti plokštumą? 

c) Toks pat klausimas, kai jokios dvi penkiakampio 
kraštinės nėra lygiagrečios. 

7.4. Įrodykite, kad plokštumos negalima iškloti vieno- 
dais iškiliais septyniakampiais. 

7.5. a) Įrodykite, kad plokštumą pavyks iškloti iški- 
liais n-kampiais (17), jeigu nereikalausime jų tarpu- 
savio lygybės. 

b) Įrodykite, kad E galima iškloti . ły- 
giais • n-kampiais (n œ 7), jeigu nereikalausime jų 
iškilumo. 


Padengimai 


7.6. Apskritimas padengtas keliais lankais. Šie lankai 
gali gulti vienas ant kito, tačiau nė vienas jų visiškai 
neuždengia apskritimo. Įrodykite, kad iš šių lankų galima 
išrinkti keletą tokių, kurie taip pat padengtų visą apskri- 
timą ir jų suma neviršytų 720“. 


7.7. Visas koridorius išklotas keliais kiliminiais takais, 
kurių plotis lygus koridoriaus pločiui. Įrodykite, jog gali- 
ma nuimti kelis takus taip, kad likusieji negulėtų vieni 
ant kitų ir uždengtų ne mažiau kaip pusę koridoriaus. 
(Bet kurį taką galima nuimti, nepajudinus kitų.) 

_ 7.8. Stačiakampio 6X3 m? kambario visos grindys iš- 
klotos įvairių matmenų kvadratiniais kilimais (kilimų 
kraštai yra lygiagretūs sienoms). Įrodykite, jog galima 
nuimti dalį kilimų taip, kad likusieji negulėtų vienas ant 
kito ir uždengtų daugiau kaip 2 m?. 


Sraigė ir stebėtojai 


7.9. Sraigė šliaužė kintamu greičiu. 6 min keletas žmo- 
nių visą laiką ją stebėjo. Kiekvienas stebėjo lygiai minutę 
ir nustatė, kad per šią minutę sraigė nušliaužė 1 m. Įro- 
dykite, kad per 6 min sraigė galėjo nušliaužti daugiausia 

0 m. 
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Parketai iš sankabų 


8.1. Plokštumą išgrįskite vienodomis „sankabomis“, 
kurias sudaro: 

a) 6 kvadratai (paveikslas, a), 

b) 5 kvadratai (paveikslas, b 


© a) b) = | 
8.1 рау. 8.2 рау. 


8.2. Įrodykite, kad plokštumos negalima išgrįsti vie- 
nodomis „sankabomis“, kurias sudaro 7 kvadratai (žr. pa- 
veikslą). 


Parketas iš plytelių 


8.3. a) Stačiakampės dėžutės dugnas išklotas plytelė- 
mis, kurių matmenys 2X2 ir 1х4. Plytelės buvo išpiltos 
iš dėžutės ir viena plytelė, kurios matmenys 2Х2, pa- 
keista 1Ж4 matmenų plytele. Įrodykite, kad dabar dėžutės 
dugno iškloti plytelėmis nepavyks. 

b) Stačiakampės dėžutės dugnas išklotas dviejų rūšių 
plytelėmis: stačiakampiais 1X3 ir „kampais“, sudarytais 
iš trijų plytelių 1х1. Plytelės buvo išpiltos iš dėžutės, 
vienas „kampas“ pakeistas plytele 1х3 ir vėl išklotas dė- 
žutės dugnas. Ar galėjo taip būti? 


Nė vieno kampo 


8.4. n Xn kvadratas nubraižytas languotame popieriuje. 
Kokį didžiausią skaičių jo langelių galima nuspalvinti 
taip, kad nė viename kvadrate 2X2 nebūtų trijų nuspal- 
vintų langelių? 


Stačiakampis miestas 


8.5. 10 miesto gatvių yra lygiagrečios viena kitai ir 
10 kitų jas kerta stačiu kampu. Kokį mažiausią skaičių 
posūkių gali turėti uždaras maršrutas, kertantis visas san- 
kryžas? 
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Apskritimas languotame popieriuje 


8.6. Languoto popieriaus langelio kraštinė lygi 1. Ja- 
me nubrėžtas apskritimas, kurio spindulys 10. Įrodykite, 
kad šio apskritimo viduje telpa ne mažiau kaip 250 tink- 
lelio mazgų. (Mazgais vadinami taškai, kuriuose susikerta 
tinklelio linijos.) | 

8.7. Kokį didžiausią skaičių langelių gali kirsti apskri- 
timas, nubrėžtas languotame popieriuje, kai jo spindulys 
10 (langelio kraštinė lygi 1)? 


Lygiakraštis daugiakampis 


8.8. Languotame popieriuje nubrėžta uždara laužtė. 
Jos visos grandys yra vienodo ilgio, o visos viršūnės su- 
tampa su tinklelio mazgais. Įrodykite, kad tokios laužtės 
grandžių skaičius būtinai yra lyginis. 


Kamanė ir korys 


8.9. Plokštumoje  nubraižytas 
taisyklingų šešiakampių, kurių 
kraštinė lygi 1, tinklas — „Когуз“ 
(žr. paveikslą ir įsidėmėkite, kad 
šiame tinkle yra trijų krypčių at- 
karpos). Judėdama tinklo linijo- 
mis, kamanė nuėjo iš mazgo A į 
mazgą B trumpiausiu keliu, lygiu 
100. Įrodykite, kad jos kelyje pa- 
sitaikė 50-vienos krypties ir 50 ki- 
tų dviejų krypčių atkarpų. 


8.9 pav. 


Taškams ankšta 
_ 9.1. Į kvadratą, kurio kraštinė 1, įmestas 51 taškas. Įro- 
dykite, kad tris jų galima uždengti + spindulio skrituliu. 
9.2. Plokštumoje pažymėta n taškų taip, kad kiekvieno 
trikampio, kurio viršūnės šiuose taškuose, plotas nėra di- 
desnis už 1. Įrodykite, kad visus šiuos taškus galima su- 
talpinti trikampyje, kurio plotas 4. 
9.3. a) Įrodykite, kad skritulyje, kurio spindulys 1, ne- 
galima pažymėti daugiau kaip penkis taškus taip, jog 
atstumai tarp kiekvienos taškų poros būtų didesni už 1. 


2. Matematinės varžybos. Geometrija 17 


b) Įrodykite, kad skritulyje, kurio spindulys 10, nega- 
lima pažymėti 450 taškų taip, kad atstumas tarp bet kurių 
dviejų taškų būtų didesnis už 1. 

c) Įrodykite, kad šiame skritulyje galima taip pažy- 
mėti 400 taškų. 


Daugiakampio aplinka 


9.4. Duotas iškilusis daugiakampis M, kurio plotas S, 
o perimetras P. Išnagrinėkime taškų, nutolusių nuo M 
atstumu, ne didesniu už x, aibę Ф (x) (sakoma, kad taš- 
kas A nutolęs nuo daugiakampio M atstumu, ne didesniu 
už г, kai yra toks daugiakampio M taškas B, kuriam 
|AB|<r). Raskite figūros Ф (x) plotą, Каі x bet kuris 
teigiamas skaičius. 


Gamyklos kieme 


9.5. Kvadratiniame 70X70 m? gamyklos kieme stovi 
trys stačiakampiai pastatai, kurių matmenys 20X10, 
25X15 ir 30X30 m?, taip pat du apvalūs 10 m skersmens 
bakai. Įrodykite, kad šiame kieme dar galima sukasti 10 m 
skersmens gėlių lysvę. 

Kaip išeiti iš miško 

9.6. Desantininkas nusileido į mišką, kurio plotas S. 
Miško formos jis nežino, tačiau žino, kad miške nėra lau- 
kymių. Įrodykite, kad, nuėjęs kelią, ne ilgesnį kaip 
2 VAS, jis galės išeiti iš miško (laikoma, kad desanti- 
ninkas gali eiti iš anksto pasirinktos formos keliu). 

9.7. Jeigu pirmesnio uždavinio sąlygoje miškas būtų 
iškilus, tada galima rasti kelią, ne ilgesnį už У 2л$, ku- 
riuo desantininkas išeitų iš miško. Įrodykite. 

9.8. Tarkime, kad miškas уга ilgos .! pločio juostos 
formos. Desantininkas, nuėjęs kelią, ne ilgesnį už xl, ne- 
abejotinai išeis iš miško, jeigu jis eis apskritimu, kurio 
spindulys + 

Sugalvokite strategiją, kad galima būtų išeiti iš miško 
keliu, trumpesniu už 2,51 


Nelygus miškas 


9.9. Visi miško medžiai aukštesni už 10 m ir žemesni 
už 50 m, o atstumas tarp bet kurių dviejų medžių ne di- 
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desnis už jų aukščių skirtumą. Įrodykite, kad šį mišką 
galima aptverti 80 m ilgio tvora. 


Iškilusis keturkampis 


10.1. Sakykime, kad ABCD — iškilusis keturkampis. 
Jeigu trikampio ABD perimetras mažesnis už trikampio 
ACD perimetrą, tai AB<AC. Įrodykite. 

10.2. Įstrižainė AC dalija iškiliojo keturkampio ABCD 
plotą į dvi lygias dalis. Jei AB>AD, tai BC< DC. Įrodykite. 


Ar kampas bukas? 


10.3. Trikampio ABC kraštinės AC tęsinyje atidėta at- 
karpa CD=CB. Įrodykite, kad kampas ABD yra bukas, 
kai AC> ВС. 

10.4. a) Trikampio aukštinės lygios 3, 4 ir 5. Koks šis 
trikampis — status, smailus ar bukas? 

b) Tas pats klausimas, kai trikampio pusiaukraštinės 
lygios 3, 4 ir 5. 


Labai smailus kampas 


10.5. Įrodykite, kad bet kuriame iškiliajame 11-kampyje 
galima rasti tokias dvi įstrižainės, kad mažesnis kampas 
tarp tiesių, kuriose yra tos įstrižainės, būtų ne didesnis 
už 5° (kampas, kurį sudaro lygiagrečios tiesės, lygus 0“). 


Perimetro įvertinimas 


10.6. Iškiliojo daugiakampio gretimų kraštinių vidurio 
taškai sujungti atkarpomis. Įrodykite, kad daugiakampio, 
kurį sudaro šios atkarpos, perimetras ne mažesnis už 
duotojo daugiakampio perimetro pusę. 


Kvadratas trikampyje 

10.7. Įrodykite, kad kvadrato, esančio trikampio viduje, 
plotas ne didesnis už šio trikampio ploto pusę. 
Sešiakampio gabalas 


10.8. Įrodykite, kad iškiliajame šešiakampyje galima 
rasti įstrižainę, nukertančią nuo jo trikampį, kurio plotas 
ne didesnis už šešiakampio ploto šeštadalį. 
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Torto gabalas 


10.9. Tortas yra taisyklingas n-kampis, įbrėžtas į ap- 
skritimą, kurio spindulys 1. Iš kiekvienos kraštinės vidu- 
rio torto vidun (bet kuria kryptimi) padaromas piūvis, ne 
trumpesnis kaip 1. Įrodykite, kad, taip supiausčius tortą, 
bus atpiautas bent vienas jo gabalas. 


Keturkampis su žinomu kampu 


11.1. Plokštumoje nubraižytas kampas, kurio viršūnė 
A, ir jo viduje pažymėtas taškas M. Kampo kraštinėse 
pažymėkite taškus В іг.С taip, 
kad atkarpos АВ ir AC būtų ly- 
tg gios, o suma МВ-+МС įgytų 

M mažiausią reikšmę. 
1 11.2. Duotas kampas К. 
Dviem atkarpomis MN ir NP, 
K lygiomis 1, nuo šio kampo nu- 
2 P piaukite didžiausio ploto ketur- 
11.2 pav. kampį KMNP (žr. paveikslą). 


Rombas stačiakampyje 


‚ 11.3. Kaip iš stačiakampio išpiauti didžiausio ploto 
rombą? 


Taškas trikampyje 


11.4. Duotas trikampis ABC. Jo plokštumoje pažymė- 
kite tašką M taip, kad apskritimų, apibrėžtų apie trikam- 
pius АВМ ir BCM, spindulių suma būtų mažiausia. 

11.5. Įvairiakraščiame trikampyje ABC pažymėkite taš- 
ką taip, kad jo atstumų nuo tiesių AB, BC ir AC suma 
būtų mažiausia. 


Apskritimo taškas 


-11.6. Viduje apskritimo, kurio centras O, pažymėtas 
taškas A, nesutampantis su jo centru. Pažymėkite apskri- 
timo tašką M taip, kad kampas AMO būtų didžiausias. 

11.7. Duoti du koncentriniai apskritimai, kurių cent- 
ras O. Per tašką A, kuris yra mažesniojo apskritimo vi- 
duje, nubrėžkite spindulį taip, kad jo atkarpa, esanti tarp 
apskritimų, būtų: 

a) mažiausia, b) didžiausia. 


SPRENDIMAI 


1.1. 8 atkarpas taip nubrėžti galima (žr. paveikslą), 
о 7— пе. Įrodysime tai. 

Tarkime, kad galima taip nubrėžti 7 atkarpas. Sunu- 
тегиокіте atkarpas ir sudarykime 7 X 7 lentelę: langelyje 
(i, j), kuriame susikerta i-toji 
eilutė ir j-tasis stulpelis, para- 
šysime +, kai i-toji atkarpa su- 
sikerta su į-tąja atkarpa, ir pa- 
rašysime —, kai šios atkarpos 
nesusikerta. Kai i=j, taip pat 
parašysime —. Dviem būdais 
apskaičiuosime pliusų kiekį len- 
telėje. Kiekvienoje eilutėje jų 
yra po 3, todėl iš viso — 3 -7= 
=21. Antra vertus, lentelė už- 
pildyta simetriškai įstrižainės 
atžvilgiu: kai langelyje (i, į) 
parašytas +, tai langelyje (j, i) 
taip pat parašytas +. ше. 
bendras pliusų skaičius turi būti 1.1 pav. 
lyginis. Gavome prieštaravimą. 

1.2. Susikirtimo taškų gali nebūti, gali būti vienas arba 
bet kuris skaičius nuo 6 iki 21. Pateikiame pavyzdį, kai 
yra 8 susikirtimo taškai: 6 tiesės, einančios trapecijos 
kraštinėmis bei įstrižainėmis, ir dar viena tiesė, lygiagreti 
pagrindams ir nubrėžta per įstrižainių susikirtimo tašką. 
Kitus pavyzdžius raskite patys. 

1.3. Atsakymas. р=2. 

Įrodysime, kad gali būti tik trys tiesės ir du susikirti- 
mo taškai. Tarkime, kad yra tik du susikirtimo taškai A 
іг В, be to, sakykime, kad taške A susikerta tiesės I; ir Ip, 
о [3 — tiesė, neinanti per tašką A (toks taškas turi būti, 


21. 


nes kitaip visos tiesės susikirstų taške А). Tiesė [3 kerta 
tik vieną tiesių lı, /2. Tarkime, kad ji kerta | taške B, 
o kitai tiesei / yra lygiagreti (paveikslas, a). Patikrinkite, 
kad, nedidinant susikirtimo taškų skaičiaus, daugiau ne- 
galima nubrėžti nė vienos tiesės. 


lz 1; 


a) 


1.3 pav. 


Atkreipkite dėmesį į tai, kad įrodant remiamasi „Euk- 
lido penktuoju postulatu“— aksioma, teigiančia, kad рег 
tašką negalima išvesti daugiau kaip vieną tiesę, lygia- 
grečią duotai tiesei. 

Įrodysime, kad daugtaškio vietoje negalime parašyti 
skaičiaus, nelygaus 2. Jei susikirtimo taškas vienas, tai 
tiesių gali būti bet kiek, pradedant dviem. Reikia tik, kad 
jos visos eitų per tą tašką. Kai susikirtimo taškų skaičius. 
п>2, tiesių skaičius vienareikšmiškai neapibrėžiamas. Tai 
iliustruoja tiesių išdėstymo pavyzdys, parodytas paveiks- 
le, b, ar išvesime tiesę Мы, lygiagrečią ln, ar neišvesime, 
susikirtimo taškų skaičiui tai neturės įtakos. 

1.4. Sakykime, kad 7 taškus ir 7 tieses taip išdėstyti 
galima. Šias tieses ir taškus vadinsime „žymėtaisiais“. 
Pirmiausia įrodysime, kad tiesė, einanti per bet kuriuos 
du žymėtuosius taškus M ir N, yra žymėtoji. Kiekvienoje 
iš trijų tiesių, nubrėžtų рег M, yra dar ро 2 žymėtuosius 
taškus. Vienas tų šešių taškų turi sutapti su М, nes žy- 
mėtųjų taškų iš viso yra 7. | 

Panašiai įrodoma, kad bet kurios dvi žymėtosios tiesės 
susikerta žymėtajame taške. 
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Tarkime, kad А, B, С — žymėtieji taškai, priklausan- 
tys žymėtajai tiesei /, ir kad B yra tarp A ir С, o taš- 
kas D yra tas žymėtasis taškas, kuris pažymėtas arčiau- 
siai / (žr. paveikslą). Remiantis tuo, kas jau įrodyta, tie- 


1.4 pav. 


sės AD, BD ir CD — žymėtosios. Pagal sąlygą per B 
eina dar viena žymėtoji tiesė, nesutampanti nei su /, nei 
su BD. Ji kirs atkarpą AD arba atkarpą CD žymėtajame 
taške Е *, kuris yra arčiau tiesės [, negu taškas D. Prieš- 
taravimas. 

1.5. Būdas, kuris parodytas paveiksle, a, tinka buka- 
jam ir stačiajam trikampiui (brūkšnio ilgis lygus mažiau- 
siai kraštinei), b būdas — bet kuriam trikampiui (brūkš- 
nio ilgis lygus mažiausiai aukštinei). Detalų įrodymą, 
kad per kiekvieną tašką eina tik viena reikiamo ilgio at- 
karpa, paliekame skaitytojui. 

Skritulio skersmenyje pažymėsime tris atkarpas AB, 
CD ir KL, kaip parodyta paveiksle, c. Tarkime, kad taš- 
kas M tolygiai juda viršutiniu pusapskritimiu iš A į L, 
be to, pradiniu momentu #=0 jis yra taške A, о galiniu 
momentu !=1 pasiekia L. To taško padėtį momentu t, 
0<1<1, pažymėsime M;. Kitą tašką, kuris momentu #=0 
yra taške B, priversime tolygiai judėti skersmeniu iš B 
į C taip, kad momentu +=1 jis pasiektų tašką С. Saky- 


* Čia remiamės tokiu teiginiu: jei tiesė kerta vieną trikampio kraštinę 
ir neina per jo viršūnes, tai ji turi kirsti dar ir kitą šio trikampio 
kraštinę. Šį akivaizdų teiginį (arba bet kurį jam ekvivalentų), kai 
geometrija dėstoma formaliu aksiominiu būdu, tenka laikyti aksioma. • 
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kime, kad №; — jo padėtis momentu № 0<1<1. Atkar- 
pos M,N,, Каі 0</<!, „apdygsniuoja“ viršutinį pusskri- 
tulį ir intervalą tarp taškų B ir C (tai akivaizdu, nors 
tiksliai įrodyti sunku). 


зз № 


1.5 рау. 


Analogiškus „dygsnius“ galima nubrėžti apatinei skri- 
tulio daliai ir intervalui tarp taškų D ir K. Gautos atkar- 
pos kartu sų atkarpomis АВ, CD ir KL sudaro reikiamą 
padengimą (paveikslas, d). 

Atkreipiame dėmesį į tai, kad čia kai kurie brūkšnių 
galai yra skritulio viduje. Tuo šis uždavinys skiriasi nuo 
pirmesniojo apie trikampio brūkšniavimą. Taip subrūkš- 
niuoti skritulį, kad visų brūkšnių galai priklausytų ap- 
skritimui, negalima (matyt, tokį brūkšniavimą turėjo ome- 
nyje Н. Šteinhauzas). | 

1.6. Sakykime, kad M — duotas daugiakampis, AB — 
viena nubrėžta jo įstrižainė. Ji dalija M į du iškiliuosius 
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daugiakampius M, ir М», kurie yra skirtingose AB pusėse. 
Įrodysime, kad ir M, ir M; turi laisvas viršūnes, nesutam- 
pančias nei su A, nei su B. Išnagrinėsime, pavyzdžiui, 
Mı. Jei M, neturi išvestų įstrižainių, tai visos jo viršūnės, 
išskyrus A ir B, yra laisvos. Jei tokios įstrižainės būtų, 
tai kiekviena jų nuo M, nukirstų daugiakampį, kuriam ne- 
priklauso AB. Iš šių daugiakampių išrinksime tą, kuris 
turi mažiausiai kraštinių. Aišku, kad visos jo viršūnės, 
nesutampančios su jį nukirtusios įstrižainės galais, yra 
laisvos. 

1.7. Sakykime, kad trumpiausia laužtė А.А. ... А2 ДЬ, 
(žr. paveikslą) turi dvi susikertančias grandis АһАһ іг 
Ан; čia k+1<! (atskiru atveju gali pasitaikyti, kad 
atkarpa А„А»., eina per tašką A; arba atkarpa АА н — 
per tašką А»). Įrodykite, kad, laužtės atkarpas АһАв+ ir 
АА: pakeitę atkarpomis Arı ir Аа Ана, gausime lauž- 
tẹ, kurios viršūnės bus duotuosiuose taškuose, tačiau jau 
trumpesnę už tą, kurią laikėme trumpiausia. 


7 
А 


1.7 рау. 1.8 рау. 


Pastaba. Grandžių АһАһн ir АА: negalima pa- 
keisti grandimis АһА ы ir Акһ+1А1 nors, taip padarius, su- 
mažėtų grandžių ilgių suma, tačiau tada iš laužtės gau- 
tume dvi: uždarą a ... Ады ir  neuždarą 
Ау... А.А... А» (įsitikinkite, kad būtent taip уга!). 

1.8. Vienas galimas išdėstymo variantas parodytas pa- 
veiksle. „Priešingos prielaidos“ metodu įrodysime, kad jis 
tenkina sąlygą. 
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Tarkime, jog galima kvadratus nuspalvinti trimis spal- 
vomis taip, kad kvadratai su bendru kontūru būtų skir- 
tingų spalvų. Tada du kvadratai, kurių du bendri kaimy- 
niniai yra skirtingų spalvų, turi būti nuspalvinti ta pačia 
trečiąja spalva. Todėl 4 ir 7 kvadratas turi būti nuspal- 
vinti taip, kaip ir 2 kvadratas; taigi ir jie patys turi būti 
vienodos spalvos; 9 kvadratas nuspalvintas taip, kaip 
4 kvadratas, o 10 kvadratas, kaip 7 kvadratas. Vadinasi, 
9 ir 10 kvadratas, turintys bendrą kontūrą, nuspalvinti 
vienodai. Prieštaravimas. К 

1.9. Atsakymas. 1000. 

Tarkime, kad perkirpta tiek virvelių, jog tinklas dar 
nesuiro gabalais, tačiau daugiau negalima perkirpti nė vie- 
nos virvelės. Tai reiškia, kad tinkle nebeliko nė vieno už- 
daro virvelių žiedo. Įrodykite, kad dabar neperkirptų vir- 
velių skaičius vienetu mažesnis už bendrą mazgų skai- 
čių (įskaitant ir tuos mazgus, kurie yra tinklo kraštuose 
ir viršūnėse). 

Tuo galima įsitikinti, pavyzdžiui, taip. Fiksuokime ku- 
rį nors vieną mazgą A. Iš jo, einant neperkirptomis vir- 
velėmis, galima pasiekti bet kurį kitą mazgą В. Susitar- 
kime, kad kiekvieną tinklo mazgą B atitinka kelio iš A 
į B paskutinė virvelė. Šis kelias apibrėžiamas vienareikš- 
miškai, nes nė vieno uždaro kelio virvelėmis nėra. Todėl 
likusias virveles taip pat vienareikšmiškai atitinka maz- 
gai B (nesutampantys su A), ir atvirkščiai. Taigi virvelių 
liko vienetu mažiau už bendrą tinklo mazgų skaičių, ku- 
ris (tai nesunku nustatyti) lygus 1111. Bendras naujo ne- 
perkirptų tinklo virvelių skaičius yra 2110. Vadinasi, no- 
rint, kad liktų 1110 virvelių, reikia perkirpti jų 1000. 

Pavyzdį, kai perkirpta 1000 virvelių ir tinklas dar ne- 
suiro į gabalus, pateikti nesunku. Pavyzdžiui, galima per- 
kirpti visų eilių visas horizontalias virveles, paliekant tik 
viršutinę eilę. Tada tinklas pavirs „kutais“. Iš esmės įro- 
dėme, kad galima vieną po kitos perkirpti bet kurias 1000 
virvelių, tik reikia žiūrėti, jog kiekvieną kartą būtų per- 
kerpamas kuris nors virvelės žiedas. Tik 1001-ąjį kartą to 
padaryti nepavyks. 

2.1. Tarkime, kad Р ir © — trapecijos ABCD pagrin- 
dų BC ir AD vidurio taškai (žr. paveikslą), M — taškas 
įstrižainės AC tęsinyje, R — tiesių МР ir AD susikirtimo 
taškas. Kadangi trikampiai АНК ir ВНР panašūs ir 
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РС|АР, tai AH: HB=AR:BP=AR:PC=AM : СМ. Pa- 
našiai įrodoma, kad DK:KC=AM:CM. Vadinasi, 
AH : HB=DK: KC. Iš čia išplaukia, kad teiginys, kurį rei- 
kėjo įrodyti, yra teisingas. 


2.2. Pirma įrodykite tokį teiginį. Atkarpos, jungian- 
čios bet kurio keturkampio nuosekliai einančių kraštinių 
vidurio taškus, sudaro lygiagretainį. Pritaikę jį keturkam- 
piui BCDE (žr. paveikslą), 
nustatykite, kad НК — tri- 
kampio MPL vidurinė linija. 
Čia L — atkarpos BE vidurio 
taškas. Vadinasi, atkarpos 
AE, ML ir HK yra lygiagre- 
čios ir AE=2ML=4HK. 

2.3. Iš pradžių įrodykite, 
kad trikampiai ABM ir 
CND — statūs. Sujungę taš- 
kus M ir N su atitinkamų šo- 
ninių kraštinių vidurio taš- 
kais K ir L, įrodykite, kad at- 
karpos LN ir KM yra lygia- 
grečios pagrindui AD ir taš- ; 
kai K, M, N ir L priklauso trapecijos vidurinei linijai. Pa- 
galiau jvertinkite, kad KM=22 ir LN= 92. 

2.4. Kiekvieno trikampių 4A,4545 ir АА,А; (Žr. pa- 
veikslą) plotas yra lygus 1. (Se +S:); čia S; — duotojo 
šešiakampio plotas, $, — trikampio T plotas. Šio trikam- 
pio kraštinės lygios priešingų šešiakampio kraštinių skir- 
tumams ir yra joms atitinkamai lygiagrečios. Norint įro- 
dyti, reikia duotąjį šešiakampį supiaustyti į tris lygiagre- 
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2.2 pav. 


tainius ir trikampį T, kaip tai parodyta paveiksluose, a ir 
b, (trikampis T subrūkšniuotas). 
A; Аз Аз 


Ap 


Ap a) As | А; Ap 


2.4 pav. 


2.5. Pateiksime dviejų nesudėtingų sprendimų idėjas. - 

Pirmas sprendimas. Trikampis T, apie kurį 
kalbėjome, spręsdami pirmesnį uždavinį, šiame uždavi- 
nyje — lygiakraštis. 

Antras sprendimas. Pratęsę tris negretimas 
šešiakampio kraštines iki jų susikirtimo, gausime lygia- 
kraštį trikampį. 

2.6. Sprendimą nesunku išsiaiškinti iš paveikslo. 

2.7. Tarkime, kad statmenys susi- 
kerta viename taške O. Tada, statie- 
siems trikampiams AOK, KOB, BOE, 
EOC, COH ir HOA pritaikę Pitagoro 
teoremą, nesunkiai įrodysime sąlygo- 
je parašytą lygybę. 

Jei sąlygoje parašyta lygybė tei- 
singa, tai statmenys, išvesti krašti- 
nėms iš taškų K, E ir H, susikerta 
viename taške. Tai reikia įrodyti. 

2.6 pav. Tarkime, kad Р — statmenų, išvestų 
kraštinėms AC ir BC iš taškų H ir 
E, susikirtimo taškas. Iš taško P išvesime statmenį PK, 
į AB. Tada, kaip parodyta pirmoje pastraipoje, taškai Ki, 
E, H tenkina tą pačią lygybę, kurią tenkina ir taškai K, 
Е, H. Iš to išplaukia, kad AK?— КВ?= АК? — K,B*. Įro- 
dykite, kad ši lygybė galima tik tada, kai taškai K ir К, 
sutampa. 


28 


2.8. Mintyse sujunkime vagį su kiekvienu policininku 
tiese ir pažiūrėkime, kaip keičiasi judėjimo metu kiekvie- 
` nos tokios tiesės padėtis. 

Įrodykite tokią lemą: jei du taškai juda dviem lygia- 
grečiomis tiesėmis — vienas greičiu u, o kitas greičiu 
væu (ta pačia arba priešingomis kryptimis), tai tiesė, 
išvesta per šiuos du taškus, visą laiką eina per vieną НЕ- 
suotą tašką. Spresdami uždavinį, pabandykite pritaikyti 
šį teiginį. 

Tarkime, kad policininkai eina greičiu v. Kai vagis 
sėlina priešinga kryptimi greičiu и=20, tiesė, jungianti jį 
su policininku Ас, visą laiką eina per tašką Eù, tiesė, jun- 
gianti jį su A,, eina per E, ir, bendrai paėmus, kiekviena 
tiesė tarytum sukasi apie atitinkamo namelio „duris“ (žr. 
paveikslą). Vadinasi, policininkai vagies nepamatys. 


A; Ap == А; 
mage Ëo Е; 
ЫКЫ Е L) IA 
2_; 7-› 7-! 2) 1 <2 Кыс ЖИ 
8 
2.8 рау. 


Patikrinkite, kad dėl tų pačių priežasčių vagis liks 
nepastebėtas, kai jis bėgs greičiu и= = (padės kitos na- 
melių „durys“ — D-1, Do, Di, Do ir t. t.). 

Įrodysime, kad kitų atsakymų, išskyrus u= > ir u=20, 


uždavinys neturi. | 
Aišku, kad vagis negali sėlinti ta pačia kryptimi, ku- 
ria eina policininkai (policininkas Аз vagį pastebės, nenu- 
ėjus jam dar 30 m atkarpos; policininkui tereikia, pavyz- 
džiui, visą laiką žiūrėti taško C kryptimi). 
` Tarkime, kad vagis artėja prie policininkų greičiu и. 
Įrodykite, kad taškai Fn (n=...—2, —1 0, 1, 2, ...), 
apie kuriuos sukasi tiesės, jungiančios vagį su policinin- 
kais Ал, yra vienoje tiesėje, lygiagrečioje keliams, ir nu- 
tolę vienas nuo kito 2° m atstumu. Nesunku patikrinti, 
kad šio dydžio ir atstumo tarp dviejų kaimyninių namelių 
centrų (30 m) santykis bus sveikasis skaičius tik tada, 
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. о + Ж: . sx txj 
kai u=7 arba u=2v. Jei šis santykis d nebus išreiškia- 
mas sveikuoju skaičiumi, tai galima rasti tokį natūrinį n, 
kad atstumas nuo skaičiaus dn iki artimiausio jam svei- 

Р ЕВ > . ИИ EEE 
kojo skaičiaus būtų didesnis už <. (Patikrinkite bendres- 
nį teiginį: jei atstumas nuo skaičiaus d iki artimiausio 
jam sveikojo skaičiaus lygus г>0 ir п — mažiausias svei- 


kasis skaičius, didesnis arba lygus Ir. tai atstumas 


nuo nd-iki artimiausio sveikojo skaičiaus ne mažesnis 
už 5 .) Jei per atitinkamą tašką F-n nubrėšime tiesę, 
statmeną keliams, tai ji namelio nekirs, ir policininkas, 
susigretinęs su tašku F-n, pamatys vagį. 

2.9. Tarkime, ABC — duotasis trikampis, AB=c, AC= 
=b, BC=a, M — pusiaukraštinių susikirtimo taškas, CN = 
=m — kraštinės АВ pusiaukraštinė (žr. 2.9 paveikslą). 


2.9 pav. 


Tada 2а2+202= с? --4т2. Tiesės CN ir apibrėžto apskriti- 
mo susikirtimo tašką pažymėkime P. Išnagrinėję stygas 
с? 


PC іг АВ, susikertančias taške N, gausime PN . m= т. 

Jei duota, kad OM LCN, tai je PC vidurio 
taškas, РМ=2СМ-СМ= т, PN-m= == іг а2+ 
+6?= = +2т2= 22. 


Atvirkščiai, Каі duota a24b2=2c?, tai 


m= с - “= = $o, PN. ке 
iš čia PN= = „Kadangi MN= = ir CM= Ž = „tai М — 


stygos PC оо taškas. Vadinasi, ОМ СМ. 
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2.10. Tarkime, kad lygiagretainio ABCD kraštinėse AB, 
BC, CD ir DA atitinkamai pažymėti taškai K, L, M ir N. 
Be to, LN nėra lygiagreti AB. Atkreipkite dėmesį į tai, 
kad, fiksavus tašką K, kai taškas M juda kraštine CD nuo 
C į D, monotoniškai kinta KLMN plotas: arba visą 
laiką didėja, arba visą laiką mažėja. Todėl jis tik vieną 
kartą gali būti lygus ABCD ploto pusei. Įrodykite, kad taip 
atsitiks tik tada, kai atkarpa MK bus lygiagreti AD ir BC. 

3.1. Įrodykite, kad, sujungę keturkampio ABCD kraš- 
tinių vidurio taškus, gausime lygiagretainį РОЁ$, kurio 
plotas perpus mažesnis už ABCD plotą. Įsidėmėtina, 
kad „atspindėtą keturkampį“, apie kurį kalbama sąlygoje, 
galima gauti iš lygiagretainio РОК$. Tam reikia, panašu- 
mo koeficientu paėmus skaičių 2, о centru — tašką M (žr. 
paveikslą) atlikti panašumo (homotetijos) transformaciją. 


3.2. Įrodykite, kad trikampiai ADE, CFD ir BFE (žr. 
paveikslą) yra kongruentūs: trikampis CFD gaunamas iš 
BFE, pasukus pastarąjį 60° kampu apie tašką Р, 
о ADE — iš to paties BFE, pasukus jį 60° kampu apie 
tašką E. 


31 


3.3. Sakykime, kad АВС — vienas trikampių, apie ku- 
riuos kalbama sąlygoje (žr. paveikslą). Atliksime pana- 
šumo (homotetijos) transformaciją, kai centras yra taš- 
ke С ir panašumo koeficientas Ё=2. Tada trikampis АВС 
bus atvaizduotas į trikampį А,В,С, o apskritimas, įbrėž- 
tas į trikampį ABC, | dvigubai didesnio spindulio ap- 
skritimą, liečiantį duotą tiesę taške A ir liečiantį dar tie- 
sẹ BC. Aišku, tai ir yra ieškomasis apskritimas, kurį lie- 
čia visų trikampių kraštinės BC. 


„6, 


А, А 
3.3 pav. 


3.4. a) Nubraižykime abu žemėlapius viename brėži- 
nyje (žr. paveikslą). Gausime du panašiuosius stačiakam- 
pius (panašumo koeficientas lygus 5), vienas jų bus 
kito viduje. Įrodykite, kad keturios tiesės АА), ВВ\, СС, 
іг DD, susikirs viename taške O (stačiakampių ABCD ir 
A,B,C,D, panašumo centre). Patikrinkite, kad taškas O — 
ieškomasis. Kitų taškų, kurie tenkintų uždavinio sąlygą, 
nėra. Įrodykite tai. 


B | 7 


2) 
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b) Tarkime, kad A ir В — du kažkokie punktai dide- 
liame žemėlapyje (sakykime, jo kaimyniniai kampai, žr. 
paveikslą), А, ir B, — atitinkami punktai mažesniame že- 
mėlapyje. Sakykime, kad radome tokį tašką O, kuris abie- 
juose žemėlapiuose žymi tą pačią miesto vietą. Tada tri- 
kampiai AOB ir AOB, turi būti panašūs vienas į kitą, 
esant panašumo. koeficientui, lygiam mastelių santykiui 5. 
Iš čia АО: A,0=5, ir kampas, kurį sudaro atkarpos АО 
ir 4,0, lygus kampui Ф, kurį sudaro atkarpos AB ir A,Bį. 


3.5 pav. 3.6 pav. 


Šie duomenys vienareikšmiškai apibrėžia taško O padėtį 
(nesunku nubraižyti A44,0, kai žinoma: ZA4,04=4, 
kraštinių santykis 4,0: 40=5 ir kraštinė AA,). Įrody- 
kite, kad, taip suradus tašką O, trikampiai АОВ ir A,OB,; 
bus panašūs — iš čia išplaukia, kad taškas O tikrai žymi 
tą patį punktą abiejuose žemėlapiuose. (Dar atkreipiame 
dėmesį, kad žemėlapis ABCD gaunamas iš žemėlapio 
AıBıCıDı, pasukant pastarąjį kampu ф ir ištempiant 
5 kartus centro O atžvilgiu.) 
Pastaba. Pagalvokite, ar galima uždavinio teiginį 
laikyti teisingu, kai vienas žemėlapis apverstas kita puse. 
3.5. Tarkime, kad skruzdėlė pradėjo eiti iš taško A ir 
po pirmos vijos atsidūrė taške B (tame pačiame spindu- 
Ivie L. žr. paveikslą). Patikrinkite, kad 98 — (3) - 729 
ОА 2 4096" 
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Įrodykite, kad kiekvienos kitos vijos ilgis sudaro 2 


pirmesnės ilgio. Iš čia išplaukia, kad antrąja vija skruz- 
dėlė eis = min=10,7 s, o visą kelią, susidedantį iš be- 
galinio skaičiaus шь panašių viena į kitą (panašumo 


koeficientas к= 029), įveiks рег (1+А+А2+А%--...) min = 


= L; min = 2 mins] min 12,5 5. 

3.6. Turint omenyje simetriją, visų pirma aišku, kad 
vėžliai gali susitikti tik kvadrato centre O ir kiekvienu 
laiko momentu (iki susitikimo) jie yra tam tikro kvadrato, 
` kurio centras O, viršūnėse (žr. paveikslą). Įrodysime tai 
detaliau. 

Iš uždavinio sąlygos išplaukia, jog, pasukus kvadratą 
90° taip, kad viršūnė A transformuotųsi į B, B į Си t.t., 
vėžlio a trajektorija (iki tam tikro momento t) sutaps su 
b trajektorija, b trajektorija — su c trajektorija ir t. t. 

Kadangi kiekvienas vėžlys pagal sąlygą visą laiką ro- 
poja kito link, tai jo greitis bet kuriuo laiko momentu . 
nukreiptas 45° kampu į atkarpą, jungiančią vėžlį su taš- 
ku O. Kitaip. sakant, greičio projekcija šioje atkarpoje ly- 


gi У. Taigi vėžlio atstumas nuo centro O tolygiai ma- 


žėja greičiu Ут . Vadinasi, šis atstumas bus lygus nu- 


. s . АЯ A „у у. .. ы. syge s 
liui, Каі t= = (iš pradžių jis lygus = „t.y. vėžliai, 
pradėję ropoti, susitiks po laiko T 


Pastaba. Išsiaiškinome, kad kvadrato kraštinė to- 
lygiai mažėja greičiu v. Tada kvadratas sukasi apie 


tašką O didėjančiu kampiniu greičiu о= Е (pagalvo- 
kite, kaip gauti šią formulę), o kiekviena jo viršūnė juda 
tam tikra kreive, kuri vadinama logaritminė spirale, ir 
apsisuka apie tašką O begalinį skaičių (maždaug taip pat, 
kaip skruzdėlė pirmesniame uždavinyje). 

4.1. Įrodykite, kad, atidėję atkarpos AK tęsinyje (К — 


atkarpos EF vidurys) atkarpą кс=2Х, gausime lygia- 
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gretainio viršūnę C. Toliau raskite viršūnės B ir D (žr. 
paveikslą). 


B Б с 


4.1 pav. 42 pav. 


4.2. Tarkime, kad K, L, М — žinomi ieškomojo ketur- 
kampio ABCD trijų gretimų kraštinių АВ=ВС=СР vidu- 
rio taškai. Aišku, kad viršūnės B ir C turi būti statmenyse, 
išvestuose per atkarpų KL ir LM vidurio taškus. 

Dar reikia išspręsti tokį pagalbinį uždavinį: nubrėžti 
atkarpą BC, kurios galai būtų duotosiose tiesėse, o vidu- 
rys — duotajame taške L. Tam pakanka išvesti tiesę, 
simetrišką vienam nubrėžtam statmeniui taško L atžvilgiu 
(žr. paveikslą). 

Ištirkite pagalbinį ir pradinį uždavinius; įrodykite, kad 
ieškomasis keturkampis ABCD, apibrėžiamas vienareikš- 
miškai, kai taškai K, L ir M nėra vienoje tiesėje (o kai jie 
yra vienoje tiesėje, tokių keturkampių arba visai nėra, 
arba — kai KL=LM — jų skaičius begalinis). Taip nu- 
braižyta laužtė ABCD gali būti neiškili arba netgi tokia, 
kurios grandys kirs viena kitą. 

4.3. Tarkime, kad A, B, С — 
žinomos viena po kitos einan- 
čios keturkampio ABCD viršū- 
nės (žr. paveikslą), О — įbrėžto 
į jį apskritimo centras. Įrody- 
kite, kad kampas AOC, kurio 
viduje yra taškas B, lygus 
270°— «АВС (tam reikia taš- 
ką O sujungti su kraštinių lie- 
timosi taškais ir keturkampio 
viršūnėmis). Tokių taškų O aibė 
yra lankas, kurio galai A ir C, 
o lanką nubrėžti nesunku. Be to, 4.3 pav. 
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dar atkreipkite dėmesį į tai, kad taškas O yra kampo ABC 
pusiaukampinėje. 
4.4. a) Nubrėžkite stygos BC, kuri yra ieškomojo tri- 


kampio ABC kraštinė, vidurio tašką K. Tam pakanka at- 
karpą AM pratęsti atstumu MK= 2“. Dar reikia per 
tašką K išvesti spindulį ir jam statmeną tiesę. 

Įrodykite, kad ieškomasis trikampis egzistuoja tada ir 
tik tada, kai rastas taškas K yra duotojo apskritimo vidu- 
je; šis trikampis apibrėžiamas vienareikšmiškai, kai K ne- 
sutampa su apskritimo centru (kai sutampa, sprendinių 
skaičius begalinis). 

b) Iš pradžių įrodykite, kad bet kurio trikampio taš- 
kai, simetriški ortocentrui (aukštinių susikirtimo taškui) 
kraštinių atžvilgiu, priklauso apibrėžtiniam apskritimui. 
Norint tai įrodyti, reikia kampą, kuriuo iš ortocentro ma- 
tomos trikampio kraštinės, išreikšti trikampio kampu, prie- 
šingu šiai kraštinei (nepamirškite išnagrinėti ir tą atvejį, 
kai trikampis bukas). Tuo pasirėmus ir žinant, kad tie- 
sė AM eina aukštine, nesunku atkurti tiesę BC. Uždavinys 
visada turi vienintelį sprendinį. 

4.5. Iš pradžių įrodykite tokį teiginį: sujungę trikam- 
pio ABC aukštinių pagrindus, gausime trikampį, kurio 
kampų ir priekampių pusiaukampinės yra duotojo trikam- 
pio ABC kraštinės ir aukštinės. 

Dabar tarkime, kad trikampio АВС aukštinių BE ir CF 
pagrindai E ir F yra žinomi, taip pat žinoma tiesė I, ku- 
rioje yra aukštinė AD. Tiesėje I reikia pažymėti tašką D 
taip, kad trikampio DEF pusiaukampinė būtų tiesėje I. 
Tam pakanka rasti tašką E“, simetrišką taškui E tiesės / 
atžvilgiu, ir tašku D laikyti tiesių ЕР ir I susikirtimo 
tašką. Įrodykite, kad tiesė BC turi būti trikampio DEF 
priekampio D pusiaukampinė, o tiesės AC ir AB — arba 
abi trikampio kampų, arba jo priekampių E ir F pusiau- 
kampinės. Kai tiesė / neina per atkarpos EF vidurį, ieš- 
komi trikampiai ABC yra du, kai eina per šios atkarpos 
vidurį ir yra jai statmena, jų yra be galo daug, ir kai eina 
per vidurį, bet nėra statmena, jų nėra nė vieno. 

4.6. Įrodykite, kad apskritimas, nubrėžtas ant trikam- 
pio ABC pagrindo AC, kaip ant skersmens, eina per tri- 
kampio aukštinių, išvestų į šonines kraštines, pagrindus 
Е іг F (žr. paveikslą). Naudojantis uždavinio duomeni- 
mis, t.y. žinant taškus E, Е ir tiesę I, kurioje yra AC, 
nesunku atkurti apskritimą: jo centras sutaps su tiesės I 
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ir statmens, nubrėžto per 
atkarpos EF vidurį, susi- 
kirtimo tašku. Nubrėžę šį 
apskritimą, galėsime rasti 
jo ir tiesės I susikirtimo 
taškus. Vieną jų laikysime 
tašku A, kitą — C. Trečio- 
ji trikampio viršūnė B 
randama, kaip tiesių AE 
ir CF susikirtimo taškas. 
Patikrinkite tokį teigi- 
nį. Egzistuoja du trikam- | 
piai, tenkinantys uždavi- 
nio reikalavimus, kai atkarpa EF nėra statmena tiesei /, 
о kai EF LL, trikampių visai nėra arba (kai taškai E ir F 
yra simetriški tiesės / atžvilgiu) jų yra be galo daug. 
4.7. Tarkime, kad žinoma tiesė I, kurioje yra kampo B 
pusiaukampinė, trikampio ABC kraštinės BC vidurio taš- 
kas E ir kraštinės AC vidurio taškas F. Nesunku nurodyti 
vieną tašką, apie kurį iš anksto žinome, kad jis yra tie- 
sėje АВ: tai — taškas D, simetriškas taškui E tiesės I 
atžvilgiu. Be to, žinome dar ir tiesės АВ kryptį: ji lygia- 
greti EF. Remdamiesi šiais duomenimis, nubrėžę tiesę AB, 
galėsime nuosekliai rasti viršūnes B, С ir A. Nepamirš- 
kite tyrimo. Jo rezultatą galima suformuluoti taip: ieško- 
masis trikampis egzistuoja ir yra apibrėžiamas vienareikš- 
miškai tada ir tik tada, kai spindulys EF (t.y. nubrėžtas 
per tašką F spindulys, kurio viršūnė taške Е) kerta tiesę I. 
4.8. Nesudėtingas šio uždavinio sprendimas remiasi 
„Oilerio teorema, teigiančia, kad trikampio pusiaukraštinių 
susikirtimo taškas yra atkarpoje, nubrėžtoje per aukštinių 


A 


4.6 pav. 


susikirtimo tašką ir apibrėžtinio skritulio centrą, ir dalija 
šią atkarpą santykiu 2: 1. 

. Įrodysime šią teoremą. Priminsime, kad trikampį 
A,BiC, (žr. paveikslą, a), kurį sudaro trikampio АВС vi- 
durinės linijos, galima gauti iš A4BC, atlikus plokštumos 
panašumo transformaciją ir laikant pusiaukraštinių susi- 
kirtimo tašką Е nejudamu; tada kiekvieną plokštumos taš- 
ką X atitiks taškas Y, esantis tiesėje EX į kitą pusę nuo 
E, palyginus su tašku X, ir nutolęs nuo E du kartus ma- 
žesniu atstumu (ši transformacija — homotetija, kurios 


centras taške E ir koeficientas — 5). Atlikus tokią trans- 


formaciją, trikampio ABC aukštinių susikirtimo taškas 
transfiormuosis į trikampio А,В,С; aukštinių susikirtimo 
tašką, о tai ir yra statmenų, išvestų iš trikampio ABC 
kraštinių vidurio taškų, susikirtimo taškas. Dabar brėžimo 
uždavinį galima spręsti taip. Remdamiesi Oilerio teorema 
ir žinodami taškus D (aukštinių susikirtimo tašką) ir E 
(pusiaukraštinių susikirtimo tašką), randame apibrėžtinio 
apskritimo centrą. Toliau iš taško O duotai tiesei išveda- 
me statmenį OM, atkarpos ME tęsinyje atidedame atkar- 
pą EB=2ME, randame viršūnę B ir pagaliau, nubrėžę 
apskritimą, kurio centras taške O ir spindulys OB, ran- 
dame jo ir duotosios tiesės susikirtimo taškus A ir C (žr. 
paveikslą, b). Jei šis apskritimas kerta tiesę, gautas tri- 
kampis АВС — ieškomasis: iš to, kaip brėžėme, išeina, 
/ 2 kad О — apibrėžtinio apskritimo 

centras, Е — pusiaukraštinių susi- 
kirtimo taškas; vadinasi (remian- 
tis Oilerio teorema), D — aukšti- 
nių susikirtimo taškas. Jei apskri- 
timas nekerta tiesės (pavyzdžiui, 
tik liečia), tai reikalingo trikam- 
pio nėra. 

4.9. Vienas galimas b uždavi- 
nio sprendimas parodytas pa- 
veiksle (linijų numeriai rodo jų 
brėžimo nuoseklumą). а uždavi- 
nys kur kas lengvesnis. 

4.10. Iš pradžių įrodykite, kad, 

| — naudojantis „trumpa“ liniuote ir 

„mažu“ skriestuvu, galima atlikti 
49 pav. šias operacijas: 
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a) neribotai tęsti duotąją tiesės atkarpą bet kuria 
kryptimi, 

b) rasti duotos atkarpos vidurio tašką, 

с) per tašką, esantį šalia tiesės I, nubrėžti tiesę, lygia- 
grečią L. 

Dabar per duotąjį tašką A išvesime dvi tieses Д ir lə 
ir per B — dvi tieses, lygiagrečias lı ir 4. Gausime lygia- 
gretainį ACBD (žr. paveikslą). Taškais C, ir D, padaliję 
kraštines AC ir AD pusiau ir išvedę per juos tieses, ati- 


4.10 pav. 


tinkamai lygiagrečias И ir lọ rasime atkarpos АВ (kol 
kas dar nenubrėžtos!) vidurio tašką Bı. Šį procesą pra- 
` tesę, rasime atkarpos АВ; vidurio tašką B; ir taip toliau, 
kol kuri nors atkarpa AB, pasidarys mažesnė ий 10 cm. 
Toliau baigti uždavinio sprendimą jau nesunku. 

4.11. Iš pradžių įrodykite tokį teiginį: per tašką O nu- 
brėžus tris skirtingus vienodo spindulio r apskritimus, trys 
šių apskritimų susikirtimo poromis taškai, nesutampantys 
su O, yra trikampio, apie kurį apibrėžto apskritimo spin- 
dulys lygus r, viršūnės, o taškas — O to trikampio aukš- 
tinių susikirtimo taškas. Įrodant galima pasinaudoti tuo, 
kad šis trikampis lygus trikampiui 010203; taškai O;, О», 
Оз — nubrėžtų apskritimų centrai (nubrėžkite ^A 010203 
vidurines linijas). 

Dabar galėsite įrodyti, kad, uždaviniui išspręsti, pa- 
kanka nubrėžti penkis apskritimus. Sakykime, kad duoti 
taškai A, B, C ir reikia rasti ketvirtąją lygiagretainio 
ABCD viršūnę D. Iš pradžių per taškus A ir B nubrėšime 
du apskritimus (žr. paveikslą) ir per B ir C — dar vieną; 
jo centrą pažymėsime O;, o taškus, kuriuose jis kerta pir- 
mus du apskritimus, — Е ir F. Dabar per taškus C ir E 
ir per taškus C bei F nubrėšime dar po vieną apskritimą. 
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4.11 pav. 


Tarkime, kad jie susikerta taške D. Įrodykite, kad taškai 
A, E, F ir D priklauso vienam apskritimui (jo centrą pa- 
žymėsime 0.) ir ABLEF, CDLEF, AB=CD=0 105; iš 
čia išplaukia, kad D — ieškomoji lygiagretainio viršūnė. 

Jei norite patikrinti sprendimą praktiškai, patariame 
- naudoti ne penkių kapeikų monetą, о metalinį rublį -arba, 
dar geriau, konservų dėžutę. (Žinoma, galima naudoti ir 
skriestuvą, tačiau tai ne taip įdomu.) 

4.12. Vieną penkių kapeikų monetą uždėsime ant ap- 
skritimo (kodėl taip galima padaryti?). Prie šios monetos 
pridėję paeiliui kitas dvi taip, kad jos poromis liestų viena 
kitą, nubrėšime taisyklingo- šešiakampio A,4:454,45A,5, 
įbrėžto į apskritimą, viršūnes. Taškų А, ir Аз išorėje pri- 
dėdami penkių kapeikų monetą, nubrėšime lanką, einantį 
per centrą. Nubrėžę tokį pat lanką taškams A; ir Аа, rasi- 
me centrą. 

5.1. Atsakymas. 45“. 

Sakykime, kad D — aukštinės, išvestos iš taško A, pa- 
grindas. Įrodykite, kad trikampiai COD ir ABD yra kon- 
gruentūs. Ро to parodykite, kad /ОВр = 45°, о iš čia 
gaukite, kad ieškomasis kampas taip pat lygus 45“. 

Pakartoję beveik pažodžiui samprotavimus, kuriais rė- 
mėmės, spręsdami 5.3 uždavinį antruoju būdu, gautume 
kitą sprendimą. 

5.2. Atsakymas. 30°, 60“. 

Įsidėmėtina, kad atkarpa, jungianti stačiojo kampo vir- 
šūnę su dalijimo tašku, yra trikampio aukštinė. 
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5.3. Atsakymas. 60°. 

Pirmas sprendimas. Tarkime, kad О — api- 
brėžto apie trikampį ABC apskritimo centras, M — orto- 
centras, СС’ — apibrėžto apskritimo skersmuo (žr. pa- 
veikslą, a). Įbrėžtiniai kampai ABC ir АС’С yra kongruen- 
tūs, vadinasi, lygūs papildantys juos iki 90° smailieji 
kampai MCB ir ACO. 


G. 


5.3 pav. 


Sakykime, kad К — kraštinės АС vidurio taškas, H — 
aukštinės, išvestos į BC, pagrindas. Stačiojo trikampio 
ACH pusiaukraštinė KH lygi Ас =KC (ji yra apskriti- 
mo, apibrėžto apie ACH, spindulys). 

Abu šie faktai teisingi bet kuriam trikampiui ABC. Be 
to, duotajame trikampyje KC=CH. Tai išplaukia iš sta- 
čiųjų trikampių КСО ir CHM lygybės (СМ= СО — tai 
duota sąlygoje, Z KCO= Z НСМ — tai įrodėme). Vadina- 
si, trikampis KCH — lygiakraštis, ir ieškomasis kampas C 
lygus 60°. я 

Antras sprendimas. Jis remiasi tokiu tei- 
giniu: bet kurio trikampio orftocentro atstumas nuo viršū- 
nės du kartus didesnis už apibrėžtinio apskritimo centro 
atstumą iki priešingos kraštinės (paveiksle, b, СМ=20С!\). 
Sis faktas gaunamas, įrodant Oilerio teoremą (žr. 4.8 už- 
davinio sprendimą). Dabar iš uždavinio sąlygos išplaukia, 


kad stačiojo trikampio BOC, statinis ОС, lygus во їг, 
vadinasi, (ВОС, =60°. Bet ZBCA= ZBOC,, nes įbrėžti- 
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nis kampas ВСА ir centrinis kampas ВОС, matuojami lan- 
ko BA puse. Vadinasi, Z ВСА =60°. 

5.4. Atsakymas. <C=90“. 

Sakykime, kad О» — išorėje įbrėžto apskritimo, liečian- 
čio kraštinę AB ir kraštinių CB ir CA tęsinius, centras, 
O, — išorėje įbrėžto ap- 
skritimo, liečiančio krašti- 
nę BC ir kraštinių AB ir 
AC tęsinius, centras. Aiš- 
ku, kad О, ir O — trikam- 
pio ABC priekampio B pu- 
siaukampinės ir kampo A 
bei jo priekampio pusiau- 
kampinių susikirtimo taš- 
kai (žr. paveikslą). Ka- 
dangi Z0,40;=90* (gre- 
К tutinių kampų pusiaukam- 

54 pav. pinės yra statmenos) ir 
і АО, = ДО (duota sąlygo- 
је), tai Z40,0;= «А00 =45°. Dabar įrodykite, kad 
ZC=180—24B0;A. Tam iš О» išveskite statmenis į AC, 
BC ir AB. 
5.5. Atsakymas. 90“. 
Kraštinės АВ ilgį pažymėsime с, AC — b, BC — a. Iš 


pradžių įrodysime, kad АА, = 5. Pratęsime АД; ir ly- 


5.5 pav. 


giagrečiai AC nubrėšime tiesę BK (žr. paveikslą). Trikam- 
pio ABK kampai A ir K turi po 60°, todėl jis lygiakraštis 
ir, vadinasi, AK=BK=c. Dabar iš trikampių ВАК ir 
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AA,C panašumo gauname са == + iš čia ir išplaukia, 
1 
bc 


Kadangi trikampio kampo pusiaukampinė dalija prie- 
šingą kraštinę į dalis, proporcingas kitoms dviem krašti- 
А tai 24: ба кк жа BA = < 
nems, al BBA, = To 15 аа Р З 
АА, : ВА =6 : a. Tokiu pačiu santykiu pusiaukampinės СС, 
pagrindas С; dalija kraštinę ВА. Iš čia išplaukia, kad 
A,C, — trikampio ВАА kampo A, pusiaukampinė. Taip 
pat įrodoma, kad 4;B, — kampo АА, С pusiaukampinė. Va- 

dinasi, 2 С141В,= (ДВА, А+ ZAA,C) =90°. 

5.6. Atsakymas. 36°, 36°, 108°. 

Aišku, kad šis trikampis АВС — lygiašonis. Sakykime, ` 
AB — jo pagrindas, О — apibrėžto apskritimo centras. Įro- 
dykite, kad ХАСО= /САО= 3. ZCAB. 


5.7. Atsakymas. 70“. 
Sakykime, kad К — aukštinės, išvestos iš viršūnės B, 
ir kampo АОВ pusiaukampinės susikirtimo taškas (žr. pa- 


Vadinasi, 


veikslą). Iš pradžių nustatykite, kad taškas K yra OC tę- 
sinyje. Po to įrodykite, kad trikampiai ABK ir AOK yra 
lygūs (turi po lygią kraštinę ir lygius kampus prie jos) 
ir iš lygiašonio trikampio АОВ raskite ieškomąjį kampą. 
5.8. Iš pradžių įrodykite, kad atstumas nuo bet kurio 
trikampio ABC viršūnės A iki taškų, kuriuose įbrėžtas 
apskritimas liečia kraštinės AB ir AC, yra lygus 5(4B+ 

+AC-BC). 
43 


6.1. Iš pradžių įrodykite, kad bet kuriame iškiliajame 
keturkampyje atstumas tarp taškų Кү и Kə, kuriuose ap- 
skritimai, įbrėžti į trikampius ABC ir ADC, liečia įstri- 
žainę AC (žr. paveikslą), yra lygus 


1 (Ар + ВС) – (АВ+СР) |. 
Toliau pasiremkite teorema apie keturkampį, į kurį ga- 
lima įbrėžti apskritimą. 
ү B 


V y 


Q 


6.1 pav. 


6.2. a) Sakykime, kad M priklauso apskritimo O lan- 
kui 4,4; (paveikslas, a). Trikampį АМА» pasuksime 60° 
kampu apie viršūnę А» taip, kad atkarpa А14» dengtų at- 
Кагра АА». Įrodykite, kad viršūnė M tuomet sutaps su 
tašku K, kuris priklauso atkarpai АМ. Trikampis КМА» 
bus lygiakraštis. Iš to išplauks, kad АМ+АМ=АК+ 
+КМ=А,М. 

Kitą šio uždavinio sprendimą nesunku gauti iš Ptolo- 
-mėjaus teoremos: bet kuriam įbrėžtiniam (iškiliajam) ke- 
turkampiui ABCD teisinga lygybė 


AC-BD=AB.CD+BC . AD. 


Šią teoremą pakanka pritaikyti keturkampiui Ао АМА»; 
kadangi АА, =А,Аз= АА, tai iš lygybės 


А:А. . АдМ=А, А, . AoaM +AA- А.М 
iš karto išplaukia lygybė A;M=4;M + AM. 
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Įsidėmėtina, kad Ptolemėjaus teoremą galima įrodyti, 
panaudojus brėžinį, labai panašų į paveikslą, a (bet čia 
jau reikės panaudoti ne posūkį, о panašumo transformaci- 
ją). Įrodymo planas toks: įstrižainėje AC rasime tokį taš- 
ką K, kad trikampiai AKD ir BCD būtų panašūs ( AKD = 


£) 
6.2 pav. 


= ZBCD), tada АК.Вр= ВС . AD; įrodysime, kad taip 
esant, trikampiai KCD ir ABD yra panašūs (ZKDC= 
= ADB), tuomet KC-BD=AB . CD. Iš to išplaukia, kad 
(AK+KC)BD=AC -BD=BC -AD+AB . СБ. 
b) Sakykime, kad naujas apskritimas išorėje liečia ap- 
skritimą O taške M, priklausančiame lankui 4,45. Prisi- 
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minkime, kad liestinės kvadratas yra lygus bet kurios 
kirstinės atkarpų sandaugai (imant nuo duotojo taško iki 
taškų, kuriuose kirstinė kerta apskritimą). Per taškus Ao, 
А\, А» ir tašką M nubrėšime kirstines. Šių kirstinių susi- 
kirtimo su nauju apskritimu antruosius taškus pažymė- 
sime Po, Ра, Р» (paveikslas, b). Reikia įrodyti, kad 


VAM- АР, = VAM- A, Pi + И AM . АР. (1) 
a uždavinyje įrodėme, kad 
A„M=A,M+4M. (2) 


Dar atkreipiame dėmesį, kad, atlikus homotetiją (pana- 
šumo transformaciją), kurios centras taške M, iš senojo 
apskritimo gaunamas naujas. Todėl 

MP; MP, МР» 


AM AMS AMS 


čia k — apskritimų spindulių santykis. Iš šios lygybės gau- 
name | 


AP) AP, _ AP: 
AM AM АМ 


1--А, 


t.y. gauname, kad (1) lygybės kiekvienas narys skiriasi 
nuo (2) lygybės atitinkamojo nario tik dauginamuoju 
V 17. Todėl iš (2) išplaukia (1). 

Išnagrinėkite patys atvejį, kai naujas apskritimas lie- 
čia apskritimą O iš vidaus. 

c) Pritaikius įdomų būdą (kuris detaliai aptartas 
I. Jaglomo knygos „Geometrinės transtormacijos“ („Гео- 
метрические преобразования“) antrajame tome, šį užda- 
vinį galima pertvarkyti taip, kad jis būtų sprendžiamas, 
kaip 6.1 uždavinys. 

Tarkime, kad r — lygių apskritimų spindulys. Nubrai- 
žykime naujus apskritimus (paveiksle,c, jie parodyti 
punktyru): vieną — per taškus А, А, ir А», centras taš- 
ke O ir kitą — centras taške N ir spindulys г. Tuomet (tai 
ir yra šio pakeitimo pagrindinė savybė) apskritimo, kurio 
spindulys r ir centras taške A; (i=0, 1, 2), liestinė, nu- 
brėžta jam iš taško N, bus lygi liestinei, nubrėžtai iš taš- 
ko A; apskritimui, kurio spindulys r ir centras N. Tai ne- 
kelia abejonių, nes šios dvi liestinės yra stačiakampio prie- 
šingos kraštinės. Tai reiškia, kad c uždavinį dabar jau 
galima spręsti, kaip b uždavinį. 
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6.3. Atsakymas. 4 kartus. 

Iš paveikslo, а, matyti, kad penkių kapeikų moneta 
(paveiksle ji parodyta punktyru), nuriedėjusi pagal neju- 
dančios monetos, kurios centras O, lanką a, pasisuko 2a 
kampu: šiame paveiksle M'A' — nauja spindulio МА pa- 
dėtis, spinduliai MA ir M'A” yra lygiagretūs, <A“/M'B= 
= ZAOB=a. Kadangi lankai А/В ir AB yra lygūs, tai 
ZBM'A'=a, vadinasi, visas kampas, kuriuo pasisuko ju- 
danti penkiakapeikė moneta, lygus 2a. 


6.3 pav. 


Dabar rasime sumą (laipsniais) lankų, kuriuos suda- 
ro nejudančių monetų ir judančios monetos lietimosi taš- 
kai, kai moneta juda grandine. Nejudančių penkių kapei- 
kų monetų centrus pažymėsime Оз, О», ..., Os (Žr. pa- 
veikslą, b). Šešiakampio O,O0>... Оз viduje esančių lankų 
suma lygi jo vidaus kampų sumai, t. у. 180°.6—360?= 
=720°. Iš tikrųjų bet kurio n-kampio, nebūtinai iškiliojo, 
vidaus kampų suma lygi 180°-п—360° (įrodykite tai pa- 
tys arba perskaitykite įrodymą, pavyzdžiui, D. Škliarskio 
ir kt. knygoje „Rinktiniai planimetrijos uždaviniai ir teore- 
mos“ („Избранные задачи и теоремы планиметрии“, 
„Наука“, 1967), 108 uždavinys). Šešiakampio išorėje esan- 
čių lankų suma lygi 360°.6—720° = 1440". Iš jos dar rei- 
kia atimti sumą lankų, esančių įdubimuose tarp dviejų 
kaimyninių penkių kapeikų monetų, į kuriuos переда ju- 
danti moneta; tokių dviejų lankų, priklausančių kiekvie- 
nam iš tų šešių įdubimų, suma lygi 120° (paveiksle, b, šie 
lankai parodyti stora linija). Taigi bendra suma lankų, 
kuriuos riedėdama liečia penkių kapeikų moneta, lygi 
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14407 — 120°.6=720°. Padauginę šį dydį iš 2 ir padaliję iš 
360°, gausime ieškomąjį apsisukimų skaičių. 

6.4. Nuosekliai sujunkite skritulių centrus ir įrodykite, 
kad duotojo keturkampio viršūnės yra nubraižyto ketur- 
kampio kraštinėse. 

Užtenka pastebėti, kad skritulių centrai yra duotojo 
keturkampio priekampių pusiaukampinėse. Tai žinodami, 
taip pat galėsite nubraižyto keturkampio kampus išreikšti 
duotojo keturkampio kampais ir įrodyti, kad nubraižyto 
keturkampio priešingų kampų suma lygi 180“. 

6.5. a) Dešimčiakampio kampai 4; ir Аз yra lygūs kaip 
kampai su atitinkamai lygiagrečiomis kraštinėmis. Lan- 


" ЛА р», Ši | 
| C 
a 4 


K Clag At Ap о) 


6.5 pav. 6.6 pav. 


kai 4,44; ir 464;4Ав yra lygūs kaip lankai nuopiovų, į ku- 
rias telpa lygūs kampai. Panašiai įrodoma lankų 454445 
іг АзА»4;о lygybė. Iš čia išplaukia, kad lankai А,Аз4А; ir 
4%АвА о yra lygūs, vadinasi, lygios yra ir stygos AAs ir 
46А. Remiantis tuo, nustatykite, kad А. Аз|А: Ао. 
‚ b) Per visus lietimosi taškus išvedame spindulius. 
Kampą, kurį sudaro atkarpa ОА, (k=1, 2, ..., 10) зи 
kaimyniniais spinduliais, pažymime ољ. Iš sąlygos turime 
a. - 42 = 06 + 97, 034 а4=аз- 09. 
Sudėję šias lygybės, gauname 
ai + а2 + a3 + a4 = ds + ат + as + ao. 
Iš čia išplaukia (žr. paveikslą), kad spinduliai OA; ir 
ОА sudaro ištiestinį kampą. 
Pastaba. Patikrinkite, kad a ir b uždavinių teigi- 


niai yra teisingi ir tada, kai juose kalbama apie bet kurį 
(4m+2)-kampį (т — natūrinis). 
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6.6. Tarkime, kad keturkampio ABCD įstrižainė АС 
(žr. paveikslą) yra apibrėžto apskritimo, kurio centras O, 
skersmuo, o taškai H ir К — taškų C ir A projekcijos į BD. 
Nubrėžiame OQ 1 ВР. Remiantis teorema apie skersmenį, 
kuris yra statmenas stygai, turime DQ= QB. 

Kadangi spinduliai 40 ir OC yra lygūs ir su tiese BD 
sudaro lygius kampus, tai jų projekcijos į šią tiesę taip 
pat lygios: KQ=QH. Todėl DK=HB и DH= KB. 

6.7. Trikampis ABF (žr. paveikslą) yra lygiašonis 
(AB=AF), nes ZABF= <FBC= ZAFB (pirmoji lygybė 
teisinga, nes taškai A ir C 
yra simetriški skersmens BE 
atžvilgiu, o antroji — nes 
BC||AD). Atkarpa EC yra 
trikampio FED pusiaukampi- 
nė (nes / ВЕС іг СЕР re- 
miasi į lygius lankus) ir 
aukštinė (nes ВС]АР, о kam- 
pas BCE remiasi į skersme- 
nį), todėl EC yra ir pusiau- 
kraštinė. 

Jei uždavinį sprendėte ki- 
tu būdu, tai patikrinkite, ar 
neužmiršote atsižvelgti į tai, 
kad taškas F gali būti ir ap- 
skritimo viduje, ir jo išorėje. 

6.8. Išnagrinėkite sąlygoje nurodytų dviejų apskritimų 
susikirtimo tašką ir įrodykite, kad jis priklauso trečiajam 
apskritimui. Tam pasiremkite tiesiogine ir atvirkštine 
įbrėžtinio keturkampio priešingų kampų sumos teorema. 

6.9. Išnagrinėsime apskritimą (žr. paveikslą), nubrėž- 
tą per taškus B, C ir D. Įbrėžtiniai kampai MBD ir MCD, 


6.7 pav. 


6.9 pav. 
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kurie remiasi į šio apskritimo lanką MD, yra lygūs. Ka- 
dangi Z MCD = / MAB, tai / МАВ = / МВР (žr. paveiks- 
lą). Pasirėmę tuo, nustatykite, kad tiesė BD liečia ap- 
skritimą, apibrėžtą apie trikampį AMB. Analogiškai įro- 
dykite, kad BD liečia apskritimą, apibrėžtą apie AMD. 

6.10. Tarkime, kad Е — atkarpų KP ir АВ susikirtimo 
taškas (Žr. paveikslą). Taškai K, H ir P priklauso vienam 
apskritimui, kurio centras yra taške B. Įbrėžtinis kam- 
pas НКР ir centrinis kampas HBP remiasi į tą patį šio 


6.10 pav. 


apskritimo lanką, todėl 25HKP= Z НВР. Kampas HEP 
yra trikampio HEK priekampis, todėl Z HEP=2 Z HKP = 
= / НВР. Iš čia išplaukia, kad taškai E, H ir P priklauso 
vienam apskritimui, kurio skersmuo BC, o kampas BEC — 
status. 

Pagalvokite, kaip siejasi šio uždavinio teiginys su tuo, 
kuriuo remdamiesi sprendėme 4.6 uždavinį. 

7.1. a) Atkarpos, jungiančios duotojo n-kampio cent- 
га su viršūnėmis, suskaido jį į п smailiųjų trikampių. Duo- 
tojo daugiakampio suskaidyti į mažesnį smailiųjų trikam- 
pių skaičių negalima, nes dvi skirtingos n-kampio krašti- 
nės negali priklausyti vienam smailiajam trikampiui (kai 
nzB, visi taisyklingo iškiliojo n-kampio kampai yra buki). 

b) Smailųjį trikampį suskaidyti į tris bukuosius tri- 
kampius nesunku — tam, pavyzdžiui, pakanka trikampio 
pusiaukampinių susikirtimo tašką sujungti su jo viršūnė- 
mis (įrodykite tai). 
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Toliau bet kurį taisyklingą n-kampį -galima įstrižainė- 
mis suskaidyti į (1—8) bukuosius ir vieną smailųjį tri- 
kampį (žr. paveikslą, a ir b), atitinkančius nelyginį ir ly- 
ginį n (smailusis trikampis paveiksle subrūkšniuotas). Su- 
skaidę šį smailųjį trikampį į 3 bukuosius, suskaidysime 
duotąjį daugiakampį į n bukųjų trikampių. 


Dabar įrodysime, kad, suskaidžius į bukus trikampius, 
negalima gauti mažiau kaip п trikampių. Iš pradžių įro- 
dysime, kad, išvedant vien tik įstrižainės, negalima tai- 
syklingo n-kampio suskaidyti į bukus trikampius. Tarkime 
priešingai. Sakykime, kad AC — ilgiausia įstrižainė, kurią 
gauname, suskaidę п-катрј. Ji yra dviejų, gautų skaidant, 
trikampių АВС ir ADC bendra kraštinė. Apie duotąjį dau- 
giakampį apibrėžiame apskritimą (žr. paveikslą, c). Ka- 
dangi keturkampis ABCD įbrėžtas į apskritimą, tai 
ZABC+ ZADC=180", ir bent vienas tų kampų, pavyz- 
džiui, “АВС, ne didesnis už 90°. Šis kampas yra didžiau- 
sias trikampio ABC kampas — prieš jį ilgiausia krašti- 
nė AC, vadinasi, trikampis ABC nėra bukas. Prieštara- 
vimas. 

Taigi iš gautų suskaidžius trikampių viršūnių galima 
rasti bent vieną tašką M, kuris būtų duotojo daugiakam- 
pio viduje. Išnagrinėsime visų gautų suskaidžius trikam- 
pių kampų sumą. Trikampio kampų, kurių viršūnė taške M, 
suma lygi 360°, o kampų, kurių viršūnės sutampa su dau- 
giakampio viršūnėmis, suma lygi 180°(п—2). Vadinasi, 
suskaidžius n-kampį, galima gauti ne mažiau Каір 
[180° (0—2) +360?] : 180*=n trikampių. 
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7.2. Karpymo būdą, kai n2>5, 
paaiškina paveikslas. 

7.3. a) Klojimo būdas paaiškėja, 
išnagrinėjus paveikslą, a. Čia iš es- 
mės remiamės tuo, kad keturkampio 
kampų suma lygi 360“. 

b) Nors taisyklingas penkiakam- 
pis šiam tikslui netinka, tačiau yra 
daug įvairių penkiakampių, tinkamų 
parketo klojimui (žr., pavyzdžiui, pa- 
veiksle, b, parodytą parketą). 

с) ИН tuo, kad taisyklingą šešiakampį ga- 
lima sukarpyti į tris lygius penkiakampius, neturinčius 
lygiagrečių kraštinių (paveikslas, c). 


7.3 pav. 


7.4. Šis uždavinys уга žymiai sunkesnis, palyginus su 
ankstesniais. Sprendimo idėja tokia. Tarkime, kad taip 
padengti galima. Dviem būdais apskaičiuosime septynia- 
kampio kampo vidutinę reikšmę. Ši reikšmė уга 228, 
Antra vertus, kiekviename padengimo mazge yra ne ma- 
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žiau kaip trys kampai; todėl < Bokėj kampo vidu- 
tinė reikšmė ne didesnė kaip 20 =120°. Bet 120°< 807. Р 
Prieštaravimas. == 

Šią idėją  įgyvendinsime 
tiksliai. Tarkime, kad plokštu- 
mą galima padengti lygiais 
septyniakampiais. Septyniakam- 
pio plotą pažymėkime s, ma- 
žiausio skritulio, kuriame yra 
septyniakampis, skersmenį — d. 
Nagrinėsime didelio spindulio R 
skritulį ir јат koncentrinius Nm 
skritulius, kurių spinduliai R— d та раж 
ir R+d (žr. paveikslą). 

Iš anksto galima tvirtinti, kad septyniakampių, pilnai 
išsitenkančių R spindulio skritulyje, yra daugiau, negu 
ме 90-02 

Šių septyniakampių kampų visa suma пе mažesnė už 


2(R-d)2 
2,=5aN,=5 И. 


Antra vertus, septyniakampių, kurie susikerta su R 
spindulio skrituliu, skaičius mažesnis už Мә = (К+, 
Todėl padengimo mazgų, kurie yra R spindulio skritulyje, 


т ЩИ 7 ана 4 я 
skaičius mažesnis už E (kiekvienas septyniakampis 
turi 7 viršūnes, kurių kiekviena įskaitoma mažiausiai 
3 kartus). Kampų, kurie yra šalia kiekvieno mazgo, visa 
suma lygi 2л, o imant i mazgus — ne didesnė už 


(R+d)? 
29=2л. =14лд? оды Т 


Aišku, kad turi ata nelygybė %2>=>%,; iš čia 
14 (R+d)?=15(R-—d)?. 

Tačiau pastaroji nelygybė, kai R pakankamai dideli, 
o dydis d — fiksuotas, yra negalima. (Patikrinkite tail). 
Gavome prieštaravimą. 

Pastaba. Spręsdami uždavinį, rėmėmės пе daugia- 
kampių lygybe, o tik jų plotų s lygybe, jų matmenų aprėž- 
tumu (konstanta d) ir iškilumu (kiekviename mazge su- 
tampa ne mažiau kaip trys viršūnės). 
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7.5. a) Brėžimo eiga paaiškėja, įsižiūrėjus paveiks- 
18, а. Padengimo daugiakampiai tampa vis siauresni ir 
siauresni. Būtent todėl 7.5а uždavinio. rezultatas neprieš- 
tarauja tiems samprotavimams, kuriais remdamiesi iš- 
sprendėme 7.4 uždavinį. 


b) 
7.5 pav. 


b) Taip pat, kaip ir a uždavinyje, apsiribosime tik pa- 
rodydami parketo pavyzdį, kai n=7 (paveikslas, b). 

7.6. Visų lankų galai suskirsto apskritimą į keletą da- 
lių (imame „pačias smulkiausias“ dalis taip, kad kiek- 
vienos dalies viduje negautume lankų galy, o ji būtų 
padengta vienu arba keliais lankais). Jei kurią nors dalį 
padengia trys arba daugiau lankų, tai iš šių lankų išren- 
kame tuos du, kurie nusitiesia visų toliausiai laikrodžio 
rodyklės kryptimi ir prieš ją (tarp kitko, gali pasitaikyti, 
kad tai tas pats lankas —- tada paimame jį vieną), o liku- 
sius lankus atmetame. Po keleto tokių operacijų visos ap- 
skritimo dalys bus padengtos ne daugiau kaip dviem lan- 
kais. 

7.7. Samprotaudami panašiai, kaip 7.6 uždavinyje, iš 
pradžių įrodykite, jog galima dalį takelių pašalinti taip, 
kad likusieji dengtų koridorių, be to, ne daugiau kaip 
dviem sluoksniais. 

Dabar takelius sunumeruosime iš kairės į dešinę ta 
tvarka, kuria išsidėstę jų kairieji galai. Visi nelyginiai 
takeliai nesusikerta, tas pats pasakytina ir apie lyginius 
takelius. Arba visų lyginių, arba visų nelyginių takelių 
ilgių suma yra ne mažesnė už koridoriaus ilgio pusę. (Šis 
uždavinys, kaip ir sekantis, yra žinomas Rado uždavinys, 
tik kitaip suformuluotas.) 
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7.8. Šis uždavinys primena 7.7 uždavinį, tačiau anks- 
tesni samprotavimai netinka. Būtent, jei keletas kilimų 
padengia vieną sritį, tai tarp jų, bendrai imant, negalima 
išskirti mažesnio skaičiaus kilimų, gulančių ant visų liku- 
sių (paveikslas, a; sritis, padengta visais keturiais kili- 


7.8 pav. 


mais, subrūkšniuota). Todėl pasielgsime kitaip. Išrinksime 
patį didžiausią kilimą Ki. Jo plotą pažymėsime sı. Paša- 
linsime visus kilimus, kurie dengia Kı. Tuomet bus nuimti 
kilimai nuo grindų dalies, kurios plotas ne didesnis už 851 
(paveikslas, b). Iš visų likusiųjų kilimų, neliesdami Kı, 
vėl išrinksime maksimalaus ploto sə kilimą Kə іг pašalin-- 
sime tuos kilimus, kurie susikerta su juo. Tuo išlaisvin- 
sime nuo kilimų grindų plotą, ne didesnį už 852. Tęsdami 
šį procesą, gausime rinkinį poromis nesusikertančių kili- 


mų Ki, К. ..., kurie padengs daugiau kaip 1. grindų 
ploto (įrodykite tai). | 
7.9. Laiką atidėsime ašyje OT (žr. paveikslą). Tuomet 
stebėjimo laikas bus pavaizduotas atkarpa AB, kurios il- 
gis 6. Ašyje OT taip pat atidėsime atkarpas (kurių il- 
л 456 17 28 39 50 B 


042 4 48 6Т 


7.9 рау. 


gis 1), vaizduojančias kiekvieno stebėtojo stebėjimo laiką. 
Atkarpa АВ bus padengta atkarpomis, kurių ilgis 1. Sam- 
protaudami panašiai, kaip 7.6 ir 7.7 uždaviniuose, įrodysi- 
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me, jog galima dalį atkarpų išmesti taip, kad likusios 
atkarpą AB dengtų ne daugiau kaip dviem sluoksniais. 
Likusias atkarpas sunumeruosime iš kairės į dešinę. Tada 
atkarpos su lyginiais numeriais neturės bendrų taškų, ir, 
vadinasi, jų bus ne daugiau kaip penkios, o iš viso likusių 
atkarpų ne daugiau kaip 10. Kadangi jos dengia visą at- 
karpą AB, tai sraigė negalėjo nušliaužti daugiau kaip 
10 m. 

Tačiau nesunku parinkti stebėjimo grafiką taip, kad 
sraigė nušliaužtų 10 m. Sakykime, kad stebėjimo grafi- 
kas, pavyzdžiui, yra toks, koks pavaizduotas paveiksle. 
‚ Be to, tarkime, kad sraigė nušliaužia 1 m, kai ją stebi 
vienas stebėtojas, ir stovi vietoje, kai stebi du. Aišku, kad 
per 6 min ji nušliauš 10 m. 


NT“ 


27 


|| | 


8.1 рау. 


8.1. Iš pradžių išgrįsime atskiras juostas, о po to, pri- 
dėdami vieną juostą prie kitos, — visą plokštumą (žr. pa- 
veikslą; juostos subrūkšniuotos). 
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8.2. Įsidėmėtina, kad kiekvienos (1) „sankabos“ įdu- 
Ыта galima užpildyti kitomis dviem (2 ir 3) „sankabo- 
mis“ tik dviem būdais — vieną klojimo būdą paveiksle 
rodo subrūkšniuoti langeliai, o kitas gali būti gautas iš 
pirmojo, atlikus veidrodinį atspindį. Po to, kai sankabos 
1, 2 ir 3 jau paklotos, 4, 5, 6 ir 7 sankabas galima pa- 
kloti tik vieninteliu būdu. Patikrinkite, kad paskesnių san- 
kabų neįmanoma pakloti taip, jog būtų uždengti visi trys 
langeliai, pažymėti pavciksle kryželiais. 

8.3. a) Subrūkšniuosime kas antrą nelyginių horizon- 
talių eilučių langelį (žr. paveikslą, a). Atkreipkite dėmesį, 
kad 4X1 matmenų plytelė uždengia arba du subrūkšniuo- 
tus langelius, arba neuždengia vieno, о 2Ж2 matmenų 


Щн] ШЗ 


ё) 


8.3 рау. 


plytelė uždengia lygiai vieną subrūkšniuotą langelį. Va- 
dinasi, kai plytelės uždengia dėžutės dugną, tai 2X2 mat- 
menų plytelių ir subrūkšniuotų langelių skaičius arba ly- 
ginis, arba nelyginis. Pametus vieną 2Ж2 matmenų ply- 
telę, lyginis šių plytelių skaičius virto nelyginiu, arba at- 
virkščiai. | 

b) Taip galėjo būti (žr. paveikslą, b; kairiajame pie- 
šinyje 5 „kampučiai“, o dešiniajame 4). 

84. Atsakymas. 4 n?, kai п — lyginis, ir 
kai n — nelyginis. | 

Pavyzdžių, kai nuspalvintas būtent toks langelių skai- 
čius, pateikti nesunku; reikia ištisai nuspalvinti visas eilu- 
tes, turinčias nelyginius numerius: 1-ąją, 3-ąją ir t. t. (pa- 
tikrinkite tai). 

Reikia dar įrodyti, kad daugiau langelių nuspalvinti 
negalima. Kai n=2k (n yra lyginis), tai aišku, kad 2k X 2k 
kvadratą galima suskaidyti į Е? kvadratų 2X2, о kiekvie- 
name jų turi būti ne daugiau kaip du nuspalvinti lange- 
liai. Kai n=2k+1 (п yra nelyginis), galima išnagrinėti 
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nn, 
2 


Е2- Е kvadratų 2X2, paveiks- 
le subrūkšniuotų (čia Ё=7). 
Kiekviename jų nuspalvinta 
ne daugiau kaip 2 langeliai. 
Net jeigu nuspalviniume vi- 
sus k langelių, kurie yra įstri- 
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vinta ne daugiau 2(k?+k) + 
+= ("2+ п) langelių. 


8.5. Atsakymas. 20. 

Pavyzdį, kai yra 20 posū- 
kių, pateikti nesunku. Įrody- 
sime, kad mažiau kaip 20 posūkių negali būti. Išnagrinė- 
sime 10 kažkurios vienos krypties gatvių. Jeigu kiekviena 
gatve eina maršrutas, tai kiekvienoje gatvėje jau yra ne 
mažiau kaip du maršruto posūkiai. Tuo pačiu viskas įrody- 
ta. Jeigu atsirastų tokia gatvė, kuria neina maršrutas, tai 
jis turi eiti išilgai visų dešimties statmenų gatvių. Joms tin- 
ka tas pats samprotavimas. 

8.6. Nubrėžkite koncentrinį duotajam apskritimui skri- 
tulį, kurio spindulys 9. Išnagrinėkite visus kvadratėlius 
1X1, kurių kraštinės lygiagrečios tinklo linijoms, о jų 
centrai, būdami apskritimo, kurio spindulys 10, viduje, 
sutampa su tinklo mazgais. Įrodykite, kad šie kvadratė- 
liai visiškai uždengia nubrėžtą skritulį, kurio spindulys 9; 
šių kvadratėlių plotų sumą palyginkite su skritulio plotu. 

8.7. Atsakymas. Didžiausias galimas langelių 
skaičius — 80. 

8.8. Pasirinkę dvi viena kitai statmenas languoto po- 
pieriaus linijas koordinačių ašimis, o langelio plotį vie- 
netu, sudarykite koordinačių sistemą. Laužtės atkarpų 
projekcijas į koordinačių ašis (turėdami omenyje ženklą) 
'pažymėsime х; ir yi. Tuomet х1+%+...+Х»=0; ++ 
+...+yn=0; х2 +02 =c. (Pasistenkite atsakyti į tokį 
klausimą: kokias liekanas gausime, kai skaičių c, kuris 
yra dviejų sveikų skaičių kvadratų suma, padalysime 
iš 4?) Aišku, kad bent vieną iš 2n skaičių xi, х2, ..., Xn, 
у, 02, ...› Уп galima laikyti nelyginiu, nes kitaip juos 
visus galėtume padalyti iš tinkamo skaičiaus 2 laipsnio 
ir laikyti, kad šis klausimas išspręstas. Dabar reikia dar 
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išnagrinėti tokius du galimus atvejus: (1) visi skaičiai x;, 
y; yra nelyginiai, (2) imant kiekvieną i reikšmę, vienas 
poros х;, y; skaičius yra nelyginis, kitas — lyginis, ir pa- 
rodyti, kad abiem atvejais п turi būti lyginis. 

8.9. Įrodykite, kad trumpiausias kelias tinklo linijomis . 
iš A į B tarp dviejų kaimyninių kažkurios vienos krypties 
atkarpų būtinai turi nelyginį skaičių kitų dviejų krypčių 
atkarpų. Iš čia, sunumeravę paeiliui visas atkarpas, ku- 
riomis eina kamanė, gauname, kad arba visos lyginės 
atkarpos, arba visos nelyginės atkarpos, paėmus skyrium, 
yra tos pačios krypties. 

Jei norite geriau suprasti uždavinio sprendimą, nusi- 
braižykite didelį tinklą iš taisyklingų šešiakampių ir pa- 
bandykite nupiešti trumpiausią kelią tarp kelių porų maz- 
су, tarp kurių уга 8—10 šešiakampių. 

9.1. Tiesėmis, lygiagrečiomis kvadrato kraštinėms, su- 
skaidysime šį kvadratą į 25 kvadratėlius, kurių kraštinė 


būtų т. Jeigu į kiekvieną kvadratėlį patektų ne daugiau 
kaip du taškai, tai į 25 kvadratėlius patektų ne daugiau 


kaip 50 taškų. Vadinasi, galima rasti kvadratėlį, į kurį 
pateko trys taškai. Kadangi šio „S įstrižainė 


у2 = Vė yra mažesnė už == Va > tai ji gali- 


ma uždengti skrituliu, kurio ап 5. 


9.2. Iš visų trikampių, kurių viršūnės уга duotuosiuo- 
se taškuose, išrinksime didžiausio ploto s<l, trikampį. 
Per kiekvieną jo viršūnę išvesime tiesę, lygiagrečią prie- 
šingai kraštinei. Trikampio, kurį sudaro šios tiesės, plotas 
lygus 45 <4. 

Įrodykite, kad šis trikampis uždengia visus n taškus. 
Įrodydami pasiremkite tuo, kad visi trikampiai, kurių 
pagrindas a, o plotas s (jis gali būti ir mažesnis) telpa 
juostoje, kurią sudaro dvi lygiagrečios pagrindui a tiesės, 


Я Г 2 
nutolusios nuo jo h=2 atstumu. 


9.3. a) Sakykime, kad galima. Tuos šešis taškus, ku- 
rie yra skritulio, nubrėžto spinduliu 1, viduje ir vienas 
nuo kito nutolę didesniu kaip 1 atstumu, pažymėkime А,, 
As, ..., Ав. Kiekvieną duotąjį tašką ir skritulio centrą 
sujungiame spinduliais. (Aišku, kad jokie du taškai ne- 
priklauso tam pačiam spinduliui.) Bent jau 2 iš šių 6 
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spindulių sudaro kampą, ne didesnį už 60°, ir atstumai 
tarp bet kurių dviejų taškų, priklausančių šiems spindu- 
liams, ne didesni už 1. Prieštaravimas. 

b) Tarkime, kad galima. Apie kiekvieną tašką nubrė- 
žiame 0,5 spindulio skritulėlį. Pagal sąlygą šie skritulė- 
liai neturi bendrų taškų іг yra spindulio R= 10,5 skritu- 
lyje, koncentriniame duotajam asa kurio spindu- 


lys 10. Todėl jų plotų suma 450ли? = 522. nėra didesnė 
už šio skritulio plotą lygų лЕ?= (2л. Iš. čia 


450<441. Prieštaravimas. 

с) Patikrinkite, kad, imant pakankamai mažą e (pa- 
vyzdžiui, e=0,02), skritulyje, kurio spindulys 10, galima 
sutalpinti daugiau kaip 400 centrų taisyklingų šešiakam- 


pių, kurių kraštinė H£ , dengiančių plokštumą. Atstumas 


tarp kaimyninių šešiakampių centrų lygus 1- в, t. y. dides- 
nis kaip 1. Centrų, esančių skritulio viduje, skaičių galima 
įvertinti tuo pačiu būdu, kurį panaudojome, spręsdami 7.4 
ir 8:6 uždavinius: iš anksto galima teigti, kad šešiakam- 
piai, kurių centrai yra spindulio 10 skritulyje, uždengia 
koncentrinį skritulį, kurio spindulys lygus 0—1. Va- 


dinasi, reikia patikrinti nelygybę 
400. 2/9. (1,02)2<2(9,49)*. 

9.4. Įrodykite, kad aibę D(x) 
sudaro figūros, pavaizduotos pa- 
veiksle: 

a) daugiakampis M, b) x 
aukščio stačiakampiai, prigludę 
iš lauko pusės prie kiekvienos 
daugiakampio М kraštinės, 
c) spindulio x išpiovos, kurių 
viršūnės sutampa su daugiakam- 
pio viršūnėmis. 

Pasirėmę daugiakampio kam- 
pų sumos teorema, įrodykite, 
kad figūros Ф (х) plotas 

5(х) =8+Рх+лх2. (*) 
$1 formulė tinka пе tik iškiliesiems daugiakampiams, 
bet ir bet kuriai iškiliajai figūrai. Patikrinkite, ar ji tinka 
skrituliui ir nuopiovai. 
60. 
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Neiškilioms figūroms (*) formulė netinka (pateikite pa- 
vyzdį), o figūros D(x) plotas visada ne didesnis už s(x). 

9.5. Gėlių lysvės centras gali būti bet kuriame kiemo 
taške, nutolusiame nuo tvoros ir nuo visų 5 pastatų ne 
mažesniu kaip 5 m atstumu. Iš anksto galima teigti, kad 
tokie taškai atsiras, jei „vidinio“ kvadrato, kurio kraštinė 
60 m, koncentrinio tvorai (žr. 9.5 pav.), plotas bus dides- 
nis už visų 5 pastatų ir juos supančių 5 m pločio juostų 
bendrą plotą S. Remdamiesi 9.4 uždaviniu, gauname 

S=s,+55+-. jag (L+l+. Р ‚+5)х-++5л?, 


čia $; — i-tojo pastato plotas, l; — jo perimetras (i=1, 2, 
3, 4, 5), о x=5 m. Į šią formulę įrašę sąlygos duomenis, 
patikrinkite, kad S<3540<602 m?. 

Atkreipkite dėmesį, kad, norint išspręsti uždavinį, ne- 
būtina žinoti pastatų formą. Pakanka žinoti tik pastatų 
skaičių, bendrą jų plotą іг perimetrų sumą. 

`9.6. Iš anksto galima sakyti, kad desantininkas pa- 
sieks pamiškę, eidamas apskritimu, kurio spindulys r= 
VŽ. Iš tikrųjų, jei visas šis apskritimas tilptų miš- 
ke, tai jo plotas būtų didesnis už л/2= 5. 

Formaliai uždavinys jau išspręstas. Tačiau dar paro- 
dysime, kaip galima buvo natūraliai sugalvoti tokį spren- 
dimą, ir tuo pačiu įsitikinsime, kad įvertinimas 2 V nS 
tam tikra prasme yra geriausias iš visų galimų. 

Įsidėmėtina, kad kelias būtinai turi būti uždaras arba 
bent kirsti pats save. Priešingu atveju, koks bebūtų ilgas 
kelias L, egzistuotų miškas, supantis kelią L tokia siaura 
juosta, kurios plotas пе didesnis už S (žr. paveikslą). 

== Tiksliau samprotaujant, gali- 
г Л та įrodyti, kad desantinin- 
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kas turi eiti tam tikru uždaru maršrutu L. Kad jis išeitų 
į pamiškę, kai miškas bet kurios formos, būtina ir pa- 
kanka, jog plotas, apribotas linija L, būtų ne mažesnis už S. 
Kai pasirinktas maršrutas L yra trumpiausias iš visų gali- 
mų, tai desantininkas, susidarius pačioms nepalankiausioms 
situacijoms, turės nueiti visą (arba beveik visą) maršru- 
tą, kol pasieks pamiškę. Taigi „geros strategijos“ pasirin- 
kimo uždavinį galima perfrazuoti taip: iš visų uždarų 
kreivių, ribojančių plotą s, raskite trumpiausią. Kaip žino- 
me, tai yra apskritimas. (Apie tai žr., pavyzdžiui, G. Ra- 
demacherio ir O. Teplico knygoje „Skaičiai ir figūros“ 
(„Числа и фигуры“, Физматгиз, 1962, p. 169—174.) 

9.7. Desantininkas turi eiti pusapskritimiu, kurio spin- 


dulys VŽ. Šio pusapskritimio, garantuojančio išėjimą 


iš miško, ilgis lygus У 2л5. Įrodymas, kad šis kelias tin- 
ka, akivaizdus (palyginkite su 9.6 uždaviniu). 

9.8. Atkreipkite dėmesį, kad lygiakraštis trikampis „iš- 
lenda“ iš kiekvienos juostos, kurios plotis mažesnis už 
trikampio aukštinę. Todėl žvalgas, eidamas dviem lygia- 
šonio trikampio, kurio aukštinė /, kraštinėmis, be abejonės, 
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TE 2,311. 
Įsidėmėtina, kad ir šis būdas nėra geriausias. Galutinį 
atsakymą duoda gan savotiška kreivė (žr. paveikslą), su- 
daryta iš atkarpų ir apskriti- 
mų lankų. Šios kreivės ilgis 
yra =2,2781. (Detaliau apie 
tai galite rasti V. Zalgalerio 
straipsnyje „Kaip išeiti iš miš- 
Ко?“ („Как выйти из леса?“, 
„Математическое просвещение“, 
6 leid., 1961.) 

9.9. Įsidėmėtina, kad takelis, 
kuris prasideda nuo paties aukš- 
čiausiojo medžio, toliau tiesiai 
veda prie kito pagal aukštį, to- 
liau — prie trečiojo pagal aukštį 
medžio ir t.t. prie paties žemiausiojo medžio, yra trum- 
pesnis kaip 40 m. Jei šį takelį, jungiantį visus medžius, 
aptvertume 80 m ilgio tvora, tuo pačiu aptvertume tvora 
ir visą mišką. 
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išeis iš miško, nuėjęs kelią, ne didesnį už 2. 


10.1. Įrodykite, kad iškiliojo keturkampio ABCD prie- 
šingų kraštinių suma mažesnė už jo įstrižainių sumą: 
AB+CD<AC+BD. (Šį faktą panaudojome, kai sprendė- 
me 1.7 uždavinį.) Pastarąją nelygybę sudėję su duota są- 
lygoje nelygybė AB4+ BD<AC+CD ir suprastinę, gauna- 
me AB<AC. 

10.2. Atkreipkite dėmesį į tai, kad 
atkarpos BD vidurys K yra tiesėje 
AC. Palyginkite kampus ZAKB= 
= ZCKD ir ZAKD= ZCKB (žr. pa- 
veikslą). 

10.3. Nubrėžiame apskritimą, ku- 
rio spindulys CD=BC ir centras taš- 
ke C. Atkarpą AC jis kirs tam tikra- 
me taške E (kadangi AC > BC). 
Įbrėžtinis kampas EBD — status (jis 
remiasi į skersmenį), vadinasi, kam- 
pas ABD — bukas. 

Kitą sprendimo būdą gautume, 
pastebėję, kad trikampio ABC kam- 
po C pusiaukampinė CK yra lygia- 
greti tiesai BD. Jei AC>BC, tai ZAKC> (ВКС. 

10.4. a) Sakykime, kad a, b, c — šio trikampio krašti- 
nės, ha=3, h;=4, h.=5 — joms nubrėžtos aukštinės, $ — 


trikampio plotas. Tada aha=bha=ch.=2s; iš čia а= 2 


ha? 
b= 2, с= 2, t.y. duotasis trikampis уга panašus į tri- 


* Я а Ш 1 1 Е 1 1 1 
kampį, kurio kraštinės — , B lygios =, I5: Ka- 


ha 
| 2. 2 2 
dangi (>) 2>(+) +(5). tai duotasis trikampis yra bukas. 
A 
-----2---- a 
p” Ра 
/ 
/ 
д 
/ 
В 
F b) 
10.4 pav. 
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b) Tarkime, kad ma=3, ть=4, m.=5 — trikampio pu- 
siaukraštinės, išvestos jo kraštinėms a, b, c. Papildę tri- 
kampį iki lygiagretainio (paveikslas, a) іг pasirėmę tuo, 
kad lygiagretainio įstrižainių kvadratų suma lygi jo kraš- 
tinių kvadratų sumai, gausime formules, kurios trikampio 
pusiaukraštines išreiškia jo kraštinėmis: 

Ата = 202 +202 — а?, 
4mį = 2а? -2с2 — Ь2, 
4т2 = 2а2 +262 — (2. 


Išsprendę šią sistemą a, b? іг с? atžvilgiu, turėsime 
а?= 3(2ть +2т.—тЗ), b= + (2m + 2m2- ть), 


= чу (2m + 2m} — т). 
Į šias lygybes įrašę ma=3, ть=4, т„=5, rasime а?= = 
b= “з у = B „ Kadangi a?<b?+¢?, tai duotasis tri- 
kampis yra smailusis. 
Toks sprendimo būdas yra bendras ir tinka, esant bet 
kuriems Ma, ть, Те. Kai šie dydžiai įgyja konkrečias 
reikšmes m4=3, ть=4, m.=5, uždavinį galima išspręsti 


paprasčiau. Aišku, kad a< Z4 3.5=6, vadinasi, m,> 
> 5 „Todėl viršūnė А уга apskritimo, nubrėžto ant kraš- 


tinės BC, kaip ant skersmens (paveikslas, 6), išorėje. Va- 
dinasi, kampas А — smailus. Panašiai galima įrodyti, kad 
kampai B ir C —irgi smailūs. 

10.5. Pirmiausia apskaičiuosime, kiek įstrižainių turi 
iškilusis n-kampis. Kiekvienoje viršūnėje (jų yra п) su- 
eina (и— 3) įstrižainės, bet sandaugoje n(n—3) kiekviena 
įstrižainė imama du kartus, nes ji jungia dvi viršūnes. Va- 
dinasi, iškilusis n-kampis turi LS 
vyzdžiui, 11-kampis jų turi 155 44. 

Per fiksuotą plokštumos tašką P išvesime 44 tieses, 
lygiagrečias duotojo 11-kampio įstrižainėms. Jos pilnutinį 
360° kampą, kurio viršūnė taške P, padalys. į 88 dalis. Ma- 


įstrižainės, pa- 


žiausioji jų bus ne didesnė už, о tai mažiau kaip 5°. 
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10.6. Uždavinio teiginys, kai kalbame apie trikampį, 
yra aiškus (nelygybė tampa lygybe). Todėl susitarsime, 
kad daugiakampio kraštinių skaičius п yra ne mažesnis 
už keturis. 

Šiame n-kampyje, praleisdami po vieną viršūnę, išvesi- 
me т jo įstrižainių. Kiekviena tokia įstrižainė bus dvigu- 
bai didesnė už atkarpą, lygiagrečią jai ir jungiančią duo- 
tojo n-kampio kraštinių vidurio taškus (paveikslas, a). To- 
dėl uždavinio teiginys ekvivalentus teiginiui, kad šių n 
įstrižainių suma yra didesnė už n-kampio perimetrą. No- 
rėdami įrodyti pastarąjį teiginį, atkreipkite dėmesį į tai, 
kad netgi šių įstrižainių gabaliukų, prigludusių prie vir- 
šūnių, suma (paveiksle, b, jos parodytos storomis linijo- 
mis) yra didesnė už n-kampio perimetrą. 
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10.7. Įrodysime bendresnį teiginį, būtent, kad bet ku- 
rio lygiagretainio, esančio trikampio viduje, plotas yra ne 
didesnis už to trikampio ploto pusę. Lygiagretainio ММРО 
priešingas kraštines MN ir РО pratęsiame iki jų susikir- 
Ито su trikampio АВС kraštinėmis (paveikslas, a). Iš 
keturių susikirtimo taškų bent du priklauso tai pačiai tri- 
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kampio kraštinei. Sakykime, kad tai bus kraštinės AC 
taškai M, ir Qı. Tiesėse MN ir PO, pradedant nuo taškų 
Mı ir О, atidėsime atkarpas M,N,=MN ir P,0,= PO. 
Lygiagretainiai ММРО ir MıNıPıQı turi lygius pagrin- 
dus MN ir MN, ir lygias aukštines, todėl jų plotai yra 
lygūs. Tarkime, kad tiesė М.Р, kraštines АВ іг BC kerta 
taškuose N; ir Р». Per tašką Р» išvesime atkarpą P505||AB. 
Toliau, M,N,P,O, plotas ne didesnis už ANM9P;0> plotą 
(nes jų aukštinės yra lygios, o pagrindai N. P.S Р»). 
Reikia dar įrodyti, kad AN>P;05 plotas ne didesnis už АВС 
ploto pusę. 

Tarkime, kad CP;< BP; (kai ВР.<СР., tinka tie pa- 
tys samprotavimai — reikia sukeisti vietomis tik B ir C). 
Atkarpoje BC, pradedant nuo taško C, atidėsime atkarpą 
CC,=2CP; іг išvesime A,Ci||AC (paveikslas, b). Lygia- 
gretainio AN>P;0> plotas lygus trapecijos АА,С,С ploto 
pusei (М»Р» — trapecijos vidurinė linija), ir, vadinasi, yra 
mažesnis už trikampio ABC ploto pusę. 

10.8. Sakykime, kad ABCDEF — bet kuris iškilusis še- 
šiakampis (žr. paveikslą). Išvesime jo įstrižainės AD, BE 
іг CF. Jų susikirtimo taškus pažymėsime М, N, P (jie 
gali sutapti). Šešiakampį padalijome į 3 keturkampius 
ABMF, BCDN, DEFP ir trikampį MNP. Išvesime. ketur- 
kampių įstrižainės AM, CN ir EP, kurios šiuos keturkam- 

pius padalija į 6 paveiks- 

г D le subrūkšniuotus trikam- 

pius. Kiekvieno trikampio 
pagrindas sutampa su ku- 

mE ria nors viena šešiakam- 
pio. kraštine, o viršūnė, 
priešinga šiam pagrindui, 


= 2 


7, 77 F A priklauso įstrižainei, jun- 
1 giančiai dvi priešingas še- 
10.8 pav. > šiakampio viršūnes. Aišku, 


kad bent vieno subrūkš- 
niuoto trikampio plotas yra ne didesnis už 4. šešiakam- 
pio ploto. Sakysime, kad tai bus trikampis AMF, kurio 
aukštinė yra МН. Bent vieno iš trikampių ABF arba AEF 
plotas ne didesnis už trikampio AMF plotą, nes šių tri- 
kampių aukštinės BH, ar EH; nėra didesnės už МН. Vis- 
kas įrodyta. 

10.9. Duotąjį n-kampį д ы Ada... Ån, о 

piūvius — MıNı, М№, ..., MnNn (žr. paveikslą). 509 
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kime, kad uždavinio teiginys yra neteisingas. Aiškumo 
dėlei tarkime, kad ZA>M>N>< 90“. Laikydami ОА skers- 
"meniu, nubrėžiame apskritimą. Kadangi  ZOM54;= 
= (ОМзА: =90°, tai taškai Mə ir M; priklauso šiam ap- 
skritimui. Kadangi M>N>>1 ir O4;=1, tai taškas Nə ne- 
gali būti nubrėžto apskritimo viduje. Piūvio М›№ ir šio 


apskritimo susikirtimo tašką pažymėsime P (P ir М» gali 
kartais sutapti). Patikrinkite, kad Z PM5A>= Z PM;A;, ir, 
vadinasi, ZAMNə> Z AMN. Panašiai įrodysime, kad 
2 АзМз№з> ZA„MN,> 2 А5М5М№>... 

„..>“А„М„М„;> ZAMN: > L AMN3. 


Iš čia ZAMəNə> /АМ›№. Prieštaravimas. 

11.1. Tarkime, kad М” — taškas, gaunamas, tašką М 
pasukus apie tašką A kampu, lygiu duotajam (žr. paveiks- 
lą). Tuomet tašku C reikia laikyti atkarpos ММ’ ir duo- 
tojo kampo kraštinės susikirtimo tašką. 

Įrodymui pasiremkite tuo, kad MB+MC=M'C+MC, 
kai AB=AC. . 

11.2. Atkarpas reikia iš- 
dėstyti taip, kad jų bendras 
taškas būtų kampo pusiau- 
kampinėje, o vidurio statme- 
nys susikirstų kampo viršū- 
nėje. 

Spręsdami šį uždavinį, 
pasinaudokite tokiu teiginiu: 
iš visų trikampių, turinčių 


pagrindą a ir kampą a prie pagrindui priešingos viršū- 
nės didžiausią plotą turi lygiašonis trikampis. Jį įrodyti 
galima taip. Trikampių, turinčių pagrindą BC=a ir kampą 
prie viršūnės ZBAC=a, viršūnių aibė yra dviejų nuopio- 
vų, kuriose telpa kampas a, lankai (paveikslas, a). Di- 
džiausią aukštinę АН iš tokių trikampių turės lygiašonis 
trikampis. 


2) b) 


11.2 pav. 


Keturkampio KMNP plotas lygus trikampių KMP ir 
MNP plotų sumai arba skirtumui. AMNP stumsime taip, 
kad jo viršūnės M ir P slinktų kampo kraštinėmis. Tuomet 
trikampio MNP plotas nesikeis. Be to, keturkampio plotas 
pasieks maksimumą tuo pat metu, kaip ir trikampio KMP 
plotas, t. y. tada, kai trikampis KMP pasidarys lygiašonis: 
KM=KP. Taškas N atsidurs kampo К pusiaukampinė- 
je KL. Vadinasi, toliau uždavinį reikia spręsti, turint ome- 
nyje, kad taškas N priklauso KL. Tokiu atveju keturkam- 
pio KMNP plotas yra lygus vienodų trikampių NKP ir 
МКМ, turinčių vienodus pagrindus NP=MN=1, plotų su- 
mai. Šie trikampiai turi наны plotą tada, kai jie yra 
lygiašoniai KM= KN = КР. 

11.3. Didžiausią plotą rombas tmi tada, kai viena jo 
įstrižainė sutampa su stačiakampio įstrižaine, o kitos 
įstrižainės galai yra stačiakampio kraštinėse. Įrodysime, 
kad bet kurio kito rombo plotas yra mažesnis. Stačiakam- 


68 


р} pažymėsime ABCD (žr. paveikslą). Sakykime, kad AD 
ir BC yra ilgesnės stačiakampio kraštinės ir kad jame 
telpa rombas. Per stačiakampio centrą išvesime tieses, ly- 


11.3 pav. 


giagrečias rombo įstrižainėms, iki jų susikirtimo su sta- 
čiakampio kraštinėmis taškuose М, М, P, O. Gausime nau- 
ją rombą MNPO, kurio plotas bus ne mažesnis už duo- 
tojo rombo plotą (įrodykite tai!), ir jo viršūnės priklau- 
sys stačiakampio ABCD kraštinėms. 

Sakykime, kad AECF yra rombas, aprašytas atsakyme. 
Įrodysime, kad rombo MNPO plotas yra ne didesnis už 
rombo AECF plotą. 

Kai visos rombo MNPO viršūnės yra ilgesnėse stačia- 
kampio kraštinėse, šis teiginys teisingas, nes rombai turi 
vienodą aukštinę АВ (paveikslas, a), o kraštinė MN yra 
trumpesnė už AE (įrodykite tai!). Šis teiginys teisingas 
ir tada, kai visos rombo viršūnės yra skirtingose stačia- 
kampio kraštinėse, nes tuomet rombo įstrižainės yra ati- 
tinkamai mažesnės už rombo AECF įstrižainės (paveiks- 
le, 6, MO< EO, РО<СО). 

11.4. Atsakymas. Taškas M — trikampio АВС. 
aukštinės BM pagrindas. Įsidėmėtina, kad apskritimų, 
apie kuriuos kalbama sąlygoje, skersmenys negali būti 
atitinkamai mažesni už stygas AB ir BC. 

11.5. Atsakymas. Šis taškas — tai viršūnė, prie- 
šinga ilgiausiai kraštinei. 

Sakykime, kad x, y ir г — taško M atstumai atitinka- 
mai nuo tiesių ВС, CA ir AB; ha, hb, В, — aukštinės, iš- 
vestos į kraštines а= ВС, b=CA, c=AB; S — trikampio 


69 


ABC plotas. Aišku, kad х<й., у<Һь, z<h. Kadangi 
trikampio ABC plotas susideda iš trikampių BCM, CAM 


ir ABM plotų, tai S= $ (ax+by+c2), iš čia 


ах 05 0—1, arba > E a EE 


Sakykime, kad a>b>c ir, vadinasi, ha<hə<khe. Jei 
paskutinės lygybės kairėje pusėje A; ir he pakeisime Йа, 


tai suma padidės; todėl gausime > + Ž + >! arba 


x+y+27>h,, be to, x+4+2=h, tik tada, kai у=2=0 ir 
=ha. Iš to galima padaryti išvadą, kad suma x4+4+2 
įgis mažiausią reikšmę, kai taškas M sutaps su viršūne А. 


11.6. Atsakymas. Kampas ОМА didžiausias tada, 
kai kampas OAM yra status. 


Tarkime, kad M —bet kuris apskritimo taškas, OK — 
statmuo, išvestas iš taško O į tiesę MA (žr. paveikslą). 
Trikampio KMO įžambinė OM yra pastovi (lygi spindu- 
liui), vadinasi, kampas AMO yra tuo didesnis, kuo dides- 
nis yra statinis OK. Įrodykite, kad, taškui M judant -duo- 
tuoju apskritimu, taškas K nubrėžia apskritimą, kurio 
skersmuo yra ОА. Taip pat įrodykite, kad atkarpa OK 
bus ilgiausia tada, kai taškas K sutaps su tašku A. Tuo- 
met M, ir M — duotojo apskritimo ir tiesės, nubrėžtos per 
A statmenai atkarpai OA, susikirtimo taškai. 


11.6 pav. 11.7 pav. 
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11.7. Atsakymas. a) spinduliai, esantys tiesėje ОА, 
b) spinduliai, kurie yra statmeni ОА. 


Įrodykite, kad atkarpa МР, esanti tarp apskritimų (Žr. 
paveikslą), bus tuo ilgesnė, kuo didesnis kampas AMO. 
Po šito b uždavinį galima jau spręsti, kaip sprendėme 
11.6 uždavinį. 


PAPILDOMI UŽDAVINIAI 


1. а) Į kiek dalių gali dalyti plokštumą keturios skirtingos tiesės? 
(Nurodykite visas reikšmes.) 

A Tas pats klausimas, kai yra penkios tiesės. 

a) Kokios turi būti n ir k reikšmės, kad plokštumoje galėtume 
išdėstyti п atkarpų taip, jog kiekviena jų susikirstų su kitomis А atkar- 
pomis? 

b) Tas pats klausimas, kai yra п apskritimų. 

3. a) Kiek yra tiesių, vienodai nutolusių nuo trijų plokštumos 
taškų, nepriklausančių vienai tiesei? 

b) Kiek yra apskritimų, vienodai nutolusių nuo keturių duotų 
plokštumos taškų, nepriklausančių vienam apskritimui (atstumu nuo 
taško M iki apskritimo vadinamas atstumas nuo šio taško iki artimiau- 
sio jam apskritimo taško)? Nurodykite visas galimas reikšmes. 

4. Tiesės, kurių jokios dvi nėra lygiagrečios ir jokios trys nesusi- 
kerta viename taške, dalija plokštumą į п dalių (n>3). 

a) Įrodykite, kad tarp šių dalių yra bent du trikampiai. 

b) Įrodykite, kad kiekviena tiesė ribojasi bent su vienu. tri- 
kampiu. 

„ 5. Ar kiekvieną trikampį galima supiaustyti į lygiašonius tri- 
kampius? 

6. a) Įrodykite, jog bet kurį trikampį galima supiaustyti į trikam- 
pius taip, kad kiekvieno trikampio vienas kampas būtų lygus 1209. | 

b) Įrodykite, kad nė vieno trikampio, kurio kampai пе didesni 
už 120°, negalima supiaustyti į trikampius, kurių kiekvieno vienas kam- 
pas būtų didesnis už 120“. 

7. Įrodykite, kad iškilųjį daugiakampį galima supiaustyti į lygia- 
gretainius tada ir tik tada, kai jis turi simetrijos centrą; ekvivalenti 
sąlyga — kiekviena daugiakampio kraštinė turi lygiagrečią ir lygią jai 
kraštinę. 

8. Įrodykite, kad taisyklingą penkiakampį galima suskaidyti 14 
bukuosius trikampius *. 


* 515 uždavinys skiriasi nuo 7.1 uždavinio tuo, kad čia trikampio vir- 
šūnės gali būti daugiakampio kraštinėse. 
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Kiek mažiausiai gausime bukųjų trikampių, suskaidę taisyklingąjį 
n-kampį? 

9. Išvedus n-kampio (n>4) viduje nesikertančias įstrižainės, jis 
suskaidomas į trikampius. Kai kurie šių trikampių su daugiakampiu 
turi dvi bendras kraštines, vieną bendrą kraštinę arba nė vienos. Jų 
skaičių pažymėsime atitinkamai 49, аи, йв. 


Įrodykite, kad 


a) @+а|+@ш=п—2, 
b) 2а-а=п. 

10. a) Įrodykite, kad, bet kaip nuspalvinus plokštumą trimis spal- 
ш du vienos spalvos taškai bus nutolę vienas nuo kito atstumu, 
ygiu 1. Я 
b) Nūspalvinkite plokštumą devyniomis spalvomis taip, kad bet 
kurie du taškai, riutolę vienas nuo kito atstumu, lygiu 1, būtų skirtingų 
spalvų. 

c) Sugalvokite, ką reikia pa- 
daryti, kad užtektų septynių 
spalvų. 

11. a) Žinomas nekertantis 
savęs 10-kampis, kurio kraštinės 
yra penkiose tiesėse (žr. pa- 
veikslą). 

Įrodykite, kad uždara, sa- 
vęs nekertanti laužtė, kurios vi- 
sos grandys yra šešiose tiesėse 
(bet jokios dvi gretimos gran- 
dys nepriklauso tai pačiai tie- 11 pav 
sei), negali turėti daugiau kaip ? 

10 grandžių. 

b) Nubraižykite uždarą laužtę, sudarytą iš 17 grandžių (jokios 
dvi negretimos grandys neturi bendrų taškų), kurios būtų septyniose 
tiesėse. 

c) Ar galima skaičių 17 pakeisti didesniu? 

12. Nubraižykite laužtę, sudarytą iš п grandžių (n>5 ir уга nely- 
ginis), kuri kiekvieną savo grandį kirstų 2 kartus. 

13. Raskite visus trikampius, kurių perimetras lygus jų dvigubam 
plotui ir, kurių kraštinių ilgiai išreiškiami sveikais skaičiais. 

14. a) Daugiakampio kraštinės sutampa su languoto popieriaus 
linijomis (langelio kraštinė lygi 1). Kokį didžiausią plotą gali turėti 
šis daugiakampis, kai jo perimetras lygus 4p; čia p — sveikas skaičius? 

b) Kokį mažiausią plotą gali turėti šis daugiakampis (jo kontūras 
negali eiti nė per vieną viršūnę du kartus)? $ 

15. a) Kokius languotame popieriuje nubraižytus mxn matmenų 
stačiakampius galima padengti Г raidės formos figūromis, sudarytomis 
iš trijų langelių? 

b) Tas pats klausimas, kai raidę T sudaro 4 langeliai. 

16. Ant languoto popieriaus uždėtas daugiakampis, kurio plotas 
mažesnis už 1. Įrodykite, kad jį galima pastumti taip, jog jis nedengtų 
nė vieno tinklelio mazgo (langelio kraštinė lygi 1). 
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17. Kokį mažiausią plotą gali turėti trikampis, kai jo viršūnės yra 
languoto popieriaus mazguose (langelio kraštinė lygi 1)? 

„18. Kokį didžiausią langelių skaičių gali perpiauti 15 ilgio atkarpa, 
nubrėžta languotame popieriuje (langelio kraštinė lygi 1)? 

19. Trikampio aukštinė, išvesta į kraštinę a, yra ne mažesnė už а, 
o aukštinė, išvesta į kraštinę b, yra ne mažesnė už b. Raskite trikam- 
pio kampus. 

20. Įrodykite, kad atstumų nuo trikampio viduje bet kur pažymėto 
taško iki trikampio viršūnių suma yra mažesnė už šio trikampio peri- 
metrą ir didesnė už perimetro pusę. 

21. а) М — trikampio ABC pusiaukampinės АК taškas. Įrodykite, 
kad atstumų nuo taško M iki taškų B ir C skirtumas yra ne didesnis 
už kraštinių АВ ir AC skirtumą (imant skirtumo modulį). 

b) AK ir BL yra trikampio ABC pusiaukampinės іг АС>ВС. Įro- 
dykite, kad AL>LK>KB. 

22. Р — trapecijos ABCD pagrindo AD taškas. Pagrindę BC pažy- 
mėkite tašką Q taip, kad keturkampio, kuris susidaro, susikertant tri- 
kampiams ВРС ir AQD, plotas būtų didžiausias. 

23. Trikampio T, kurio kraštinės a<b<c, „nelygiašoniškumo koe- 
ficientu“ y(T) pavadinsime mažesnį iš skaičių £ ir >. 

Ar egzistuoja trikampis T, kai koeficientas y(T) lygus 2? 1,5? Ko- 
kias reikšmes apskritai gali įgyti y(T)? 

24. Vienas iškilusis keturkampis telpa kito viduje. 

a) Ar gali šio keturkampio įstrižainių suma būti didesnė už jį gau- 
biančio keturkampio įstrižainių sumą? 

`Ъ) Ar gali abi jo įstrižainės būti didesnės už jį gaubiančio ketur- 
хатріо didžiausią įstrižainę? 

c) Ar gali jo įstrižainių suma būti dvigubai didesnė už jį apgau- 
biančio keturkampio įstrižainių sumą? 

25. Įrodykite, kad bet kurį iškilųjį daugiakampį, kurio plotas S ir 
perimetras P, galima patalpinti stačiakampyje, kurio plotas ne didesnis 
už 2S ir perimetras ne didesnis už 2P. 

26. Duota atkarpa AB ir jos taškai H ir K. Nubraižykite trikampį 
ABC, kurio aukštinė būtų atkarpa CH, o pusiaukampinė — CK. Kaip 
turi būti išsidėstę taškai H ir K, kad uždavinys turėtų sprendinį? 

27. Lentoje buvo nubraižyta trapecija, išvesta jos vidurinė linija 
EF ir iš įstrižainių susikirtimo taško O išvestas į didesnįjį pagrindą 
statmuo OK. Po to trapecija nutrinta. Kaip iš likusiųjų taškų E, F, O, 
K atkurti brėžinį? 

28. Žinodami vienos trikampio viršūnės, priešingos kraštinės vidu- 
rio taško ir aukštinių susikirtimo taško padėtį, nubraižykite trikampį. 

29. Į duotąjį apskritimą įbrėžkite trapeciją taip, kad jos įstrižainės 
kirstųsi duotajame taške P, o vidurinė linija eitų per duotąjį tašką О. 

30. Plokštumoje pažymėti trys taškai O, P ir O. Nubraižykite lygia- 
kraštį trikampį, kurio centras būtų taške O, o dvi jo kraštinės (arba 
jų tęsiniai) eitų: viena — per tašką P, kita — per tašką O. 
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31. Plokštumoje pažymėti keturi taškai K, P, Q, R. Nubraižykite 
lygiašonį trikampį, kurio pagrindo vidurys būtų K, o trys kraštinės 
(arba jų tęsiniai) eitų atitinkamai per taškus P, Q ir R. Я 

32. a) Duotas taškas O ir šalia jo tiesė. Nubraižykite statųjį tri- 
kampį taip, kad jo aukštinė, nubrėžta įžambinei, būtų duotoje tiesėje, 
o apibrėžto apskritimo centras duotajame taške O. 

b) Tas pats uždavinys, kai taške O yra į ieškomąjį trikampį įbrėž- 
to apskritimo centras. 

33. Žinodami įbrėžto, apibrėžto ir vieno išorėje įbrėžto (žr. išnašą 
p. 11) apskritimų centrus, nubraižykite trikampį. 

34. Turėdami skriestuvą ir žinodami kvadrato kraštinę a, nubrai- 
žykite jo keturias viršūnes. 

35. Tarkime, kad K ir L — keturkampio ABCD kraštinių AB ir CD 
vidurio taškai, О — jo įstrižainių susikirtimo taškas, P — kraštinių BC 
ir AD tęsinių susikirtimo taškas. Kai bet kurie trys iš keturių taškų 
K, L, O ir P yra vienoje tiesėje, tai ir ketvirtas taškas yra toje pačioje 
tiesėje (o keturkampis АВСР yra trapecija). Įrodykite. 

36. Duota trapecija ABCD, kurios pagrindai BC=a іг AD=b. Ar 
galima šoninėse jos kraštinėse parinkti taškus M (kraštinėje АВ) ir 
N (kraštinėje CD) taip, kad būtų tenkinamos sąlygos: MN||BC||AD, 
MC||AN? Ar bus tuomet BN||MD? 

37. Plokštumoje išvestos keturios poromis susikertančios tiesės a, 
b, c, d. Tiesė a yra lygiagreti trikampio, sudaryto iš kitų trijų tiesių 
b, с, d, vienai pusiaukraštinei. Įrodykite, kad tuomet 1а pačią savybę 
turi kitos tiesės b, с, d. 

38. Į lygiašonį trikampį ABC (AB=BC) įbrėžtas lygiašonis tri- 
kampis KMN (MK=KN) taip, kad viršūnė K sutampa su pagrindo 
AC viduriu, o viršūnės M ir N priklauso atitinkamai kraštinėms AB 
ir BC ir nuo B yra nutolę skirtingais atstumais. Įrodykite, kad kampas 
prie АВС pagrindo yra dvigubai mažesnis už trikampio MKN viršūnės 
K kampą. 

39. Į stačiakampį ABCD” įbrėžtas lygiakraštis trikampis АРК taip, 
kad viršūnė K yra kraštinėje BC, o viršūnė .Р — kraštinėje CD. Saky- 
kime, kad KH —trikampio APK aukštinė. Įrodykite, kad trikampis 
BHC yra lygiakraštis. 

40. Iš stataus trikampio АВС (ZC=90“) aukštinės CH pagrindo 
išvestos pusiaukampinės: НЕ — trikampyje CHA іг НЕ — trikampyje 
CHB. Įrodykite, kad taškai C, E, F ir H priklauso vienam apskritimui, 
be to, šio apskritimo ir įžambinės АВ antrasis susikirtimo taškas K 
yra trikampio ABC pusiaukampinės CK pagrindas. 

41. IĮrodykite, kad trikampis, kurio perimetras 2p, o apibrėžtinio ir 
įbrėžtinio apskritimų spinduliai R ir r, yra status, kai 


2R+r=p. 


Kokiems trikampiams 2R+r>p? 2R-+-r<p? 

42. a) Įrodykite, kad bet kurio trikampio АВС kraštinių AB, BC 
vidurio taškai ir atkarpų AH, CH vidurio taškai (H — aukštinių susi- 
kirtimo taškas) yra stačiakampio viršūnės. 
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b) Įrodykite, kad trikampio ABC kraštinių vidurio taškai, aukšti- 
nių pagrindai ir atkarpų АН, BH ir CH vidurio taškai priklauso vienam 
apskritimui („devynių taškų apskriti- 
mas“). 

43. Vienas apskritimas liečia iš vi- 
daus kitą. Išveskime bet kurią kirsti- 
пе, statmeną jų centrų linijai 0,0- 
(žr. paveikslą). Įrodykite, kad atstumų 
nuo lietimosi taško T iki kirstinės ir 
apskritimų susikirtimo taškų M, ir М» 
santykis yra pastovus. 

44. Tiesė, nubrėžta per apibrėžtos 
trapecijos ABCD šoninių kraštinių AB 
ir CD tęsinių susikirtimo tašką P ir 
per tašką M, kuriame įbrėžtas apskri- 
timas liečia pagrindą BC, kerta pa- 
grindą AD taške ©. Įrodykite, kad 
| AQ=ND; ёа N — taškas, kuriame 
43 pav. ин apskritimas liečia pagrindą 


45. a) Kaip žinoma, kad į iškilųjį keturkampį ABCD galima įbrėžti 
apskritimą tada ir tik tada, kai АВ+СР=ВС-- AD. Kokią sąlygą turi 
tenkinti iškiliojo keturkampio kraštinių ilgiai, kad jo išorėje galima 
būtų nubrėžti apskritimą, liečiantį visas keturias tieses AB, BC, CD, DA? 

b) Kaip reikia plokštumoje išdėstyti keturias skirtingas tieses, kad 
galima būtų nubrėžti du skirtingus apskritimus, liečiančius visas ketu- 
rias tieses (apibūdinkite visus atvejus)? Ar gali būti tokių apskritimų 
daugiau kaip du? 

46. Du apskritimai, kurių centrai taškuose O, ir О», liečia duotąją 
tiesę taškuose A ir B ir susikerta taške C (tai vienas iš dviejų apskri- 
timų susikirtimo taškų, nesvarbu kuris). Оз — apskritimo, nubrėžto per 
taškus A, В, С, centras. Įrodykite, kad atkarpa ОС: 

a) su atkarpomis ОС ir О›С sudaro lygius kampus, 

b) lygi V О,С.О,С. 

47. Tarkime, kad O — įbrėžto į trikampį ABC apskritimo centras. 
Spindulio, dalijančio kampą tarp spindulių OB ir OC pusiau, ir api- 
brėžto apie trikampį ABC apskritimo susikirtimo tašką pažymėsime P. 
Įrodykite, kad OP= V OB-OC. 

48. Dvi tiesės Ц ir I; susikerta taške P. Per šį tašką nubrėžiami 
du apskritimai, kurie antrą kartą susikerta taške Q (nesutampančiame 
su P). Pirmasis apskritimas duotąsias tieses lı ir lą kerta atitinkamai 
taškuose M, ir Mə, antrasis — taškuose N, ir № (visi šie taškai nesu- 
tampa su P). Įrodykite, kad М.М, =М.М, tada ir tik tada, kai taškas О 
yra vienodai nutolęs nuo duotųjų tiesių t.y. kai taškas Q priklauso 
vieno iš kampų tarp tiesių И ir l pusiaukampinei. 

49. Duotas apskritimas. Iš jo skersmens АВ galų išvestos dvi sty- 
gos AC ir BD, kurios susikerta taške E. Įrodykite, kad apskritimas, 
nubrėžtas per taškus C, E ir D, duotąjį apskritimą kerta stačiuoju 
kampu (t. y. liestinės, nubrėžtos apskritimams рег jų susikirtimo tašką, 
уга viena kitai statmenos). . 

50. Dvi vieno apskritimo stygos BE ir CF susikerta taške А. Taš- 
kas К —atkarpos BC vidurys. Įrodykite, kad tiesė KA atkarpą EF kerta 
taške M, tenkinančiame sąlygą EM: MF=(AC)2; (АВ)?. 
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51. Trikampio АВС kraštinėje АВ pažymimas taškas P, о krašti- 
nėje BC — taškas О. Laikant atkarpas 40 ir CP skersmenimis, nubrė- 
žiami apskritimai. Įrodykite, kad jų bendra styga eina per trikampio 
ABC aukštinių susikirtimo tašką. 5 

52. Pažymime į bet kurį trikampį ABC įbrėžto іг išorėje įbrėžto 
(žr. išnašą p. 11) apskritinų centrus. Кос, kad kiekvienas iš ketu- 
rių rastų centrų yra trikampio, kurį sudaro kiti trys centrai, aukštinių 
susikirtimo taškas. 

53. Taškai A, B ir С yra vienoje tiesėje, taškas Р — šalia jos. 
Įrodykite, kad apskritimų, apibrėžtų apie trikampius ABP, ACP ir BPC, 
centrai priklauso apskritimui, nubrėžtam per tašką P. Ar teisinga at- 
virkštinė teorema? ` 
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